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Avant-propos 


Cet ouvrage s’adresse aux eleves de premiere annee de classes preparatories scien- 
tifiques. II leur propose de mettre en pratique les notions abordees en cours de 
mathematiques par le biais d’exercices. Chacun est assorti d’une correction 
detaillee, dans laquelle 1’ accent est mis sur la methode qui mene a la solution. 

Le livre est divise en seize chapitres, consacres chacun a une partie du programme. 
Au sein d’un meme chapitre, les exercices, classes par ordre croissant de difficulty 
ont ete choisis de fagon a passer en revue les notions a connaitre, mais aussi a pre- 
senter les techniques susceptibles d’etre utilisees. 


En ce qui concerne les corrections, nous avons choisi de separer clairement la 
reflexion preliminaire, comprenant analyse du probleme et tatonnements, de la 
redaction finale, rigoureuse et precise. Cette derniere etape est signalee, dans le 


texte, par la presence d’un lisere gris sur la gauche et d’un 



. Insistons 


sur le 


fait que nous ne pretendons nullement presenter 1’ unique cheminement permettant 
d’aboutir a la solution d’un exercice donne, ni la seule redaction acceptable. Dans 
les deux cas, bien des possibilites existent ! 


Par ailleurs, lorsque nous avons souhaite mettre en lumiere un point important nous 


1’ avons redige sur un fond grise et indique par un 


■ De meme, la presence d’un 


piege dont il faut se mefier est signalee par un 


/ & 


Pour finir, signalons que cet ouvrage est conqu pour les etudiants des trois filieres 
MPSI, PCSI et PTSI. Certains exercices, cependant, ne sont accessibles qu’aux 
eleves de MPSI. D’autres font appel a des connaissances qui depassent le pro- 
gramme de PTSI (mais pourront etre traites par ceux qui suivent l’option mathe- 
matique en vue d’entrer en PSI). De tels exercices sont rares et nous signalons ces 
subtilites dans leur titre. 


Pour bien utiliser cet ouvrage : 

^ Cet encadre vous indique un point important 

Cet encadre met en avant un piege a eviter 
Le stylo-plume vous signale I'etape de la redaction finale. 






1. Fonctions usuelles 3 

1.1 : Raisonnement par analyse-synthese 3 

1.2 : Etude de fonction 5 

1.3 : Fonctions circulaires reciproques 7 

1.4 : Arctangente 11 

1.5 : Fonctions hyperboLiques reciproques 15 

1.6 : Calcul de Limite par encadrement 18 

1.7 : Etudes de fonctions et suites adjacentes 22 

2. Nombres complexes 29 

2.1 : Sommes de cosinus 29 

2.2 : cos(2tt/5) 32 

2.3 : Racines septiemes 34 

2.4 : Linearisation, formule de Moivre 37 

2.5 : Argument et Arctangente 39 

2.6 : Systemes non lineaires 41 

2.7 : Methode de Cardan 43 

3. Equations differentielles 49 

Equations differentielles lineaires du premier ordre 

3.1 : Equation du premier ordre et variation de la constante 49 

3.2 : Equation fonctionnelle de I'exponentielle 

Equations differentielles lineaires du second ordre a coefficients constants 51 

3.3 : Equation du second ordre : second membre exponential 53 

3.4 : Equation du second ordre : second membre trigonometrique 54 

3.5 : Equation du second ordre : racine double 56 

4. Geometrie 59 

4.1 : Geometrie du triangle 59 

4.2 : Formule de Heron 61 

4.3 : Droite d'Euler 63 

4.4 : Cercle d'Euler 67 

4.5 : Tetraedre regulier 71 

4.6 : Plans dans I'espace 74 

4.7 : Perpendiculaire commune 75 


© Dunod. La photocopie non autorisee est un delit. 


Fonctions usuelles 




Exercice 1.1 : Raisonnement par analyse-synthese 


1. Determiner les reels x tels que y/x(x — 3) — y/3x — 5 . 

2. Determiner les reels strictement positifs x tels que x (x 1 = (x x ) x . 


II s’agit de questions ouvertes : on demande de trouver les solutions d’un probleme 
sans les donner. Une strategic consiste a raisonner par analyse-synthese. C’est un 
raisonnement en deux etapes : 

• Premiere etape (analyse du probleme) : on considere une solution x de 1’ equation 
et on essaie, a partir des relations donnees dans Tenoned, d’en deduire la forme 
de x. 

• Deuxieme etape (synthese) : T etape precedente a montre que les solutions sont 
d’une certaine forme ; il ne reste plus qu’a verifier, parmi ces solutions poten- 
tielles, lesquelles sont bien les solutions du probleme. 

La necessite de cette deuxieme etape apparaitra clairement dans la resolution de la 
premiere question. 


1. Analyse du probleme : nous allons elever au carre pour nous ramener a une 
equation du second degre. 




Soit x un reel tel que y/x (x — 3) = y/3x — 5 . Alors, en elevant au carre : 
x{x — 3) = 3x — 5, soit x 2 — 6x + 5 = 0. D'apres le cours de Terminale les 
reels x verifiant cette relation sont 1 et 5. Nous avons done demontre : 


si x est solution de Tequation alors x — 1 ou x — 5. 



Nous n’avons pas demontre que les solutions sont 1 et 5, mais uniquement 
qu’elles ne peuvent valoir autre chose. II reste a verifier si elle conviennent effec- 
tivement : c’est l’objet de l’etape de synthese. 


Synthese : on remplace successivement x par 5 puis 1 dans Tequation initiale, les 
calculs etant sans difficulte. 
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II est facile de verifier que 5 est bien solution. En revanche, pour x — 1, 
I'equation n'a pas de sens : elle fait intervenir des racines carrees de nombres 
negatifs. Ainsi, 1 n'est pas solution. 

Conclusion : 5 est I'unique reel x tel que *Jx(x — 3) = y/3x — 5 . 



Pourquoi 1’etape d’analyse a-t-elle produit une « fausse solution » (dite egalement 
solution parasite ) ? Nous avons eleve deux expressions au carre. Or cette opera- 
tion n’est pas reversible : s’il est vrai que a = b entraine a 2 = A 2 , la reciproque 
est fausse en general. En elevant au carre, nous avons en fait resolu I’equation 
x(x — 3) = 3x — 5 qui se trouve avoir plus de solutions que I’equation de 
renonce. 


2. Analyse du probleme : nous allons prendre les logarithmes afin de simplifier les 
puissances. 




Soit x un reel strictement positif tel que x^^ — ( x x ) x . Alors, en prenant le 
logarithme : x* ln(x) = x ln(x x ) = x 2 ln(x) . 



On ne peut en deduire x x = x~ en simplifiant par ln(x) : en effet, ln(x) pourrait 
etre nul. 11 faut done ajouter une hypothese pour poursuivre les calculs : x =/= 1 . 




Supposons x ^ 1. On a alors ln(x) =f= 0, done x x = x 2 . 

En considerant a nouveau les logarithmes il vient : x ln(x) = 21n(x). 
Comme on a suppose ici x 1, on peut encore simplifier par ln(.x), d'ou 
x = 2. 

Autrement dit, nous venons de demontrer : si x est un reel strictement posi- 
tif distinct de 1 verifiant x (rV) = (. x x ) x , alors x = 2. 

Ainsi, il y a ou plus deux solutions eventuelles au probleme : 1 et 2. 


Synthese : calculs sans astuce, attention cependant a la place des parentheses. 

Il est clair que 1 convient bien. De meme, 2 (22) = 2 4 = 16 et 
(2 2 ) 2 = 4 2 = 16, done 2 convient egalement. 

Conclusion : il existe deux reels strictement positifs x tels que 
x (xX) = (x x ) x : ce sont 1 et 2. 

Si l’on oublie l’etape de synthese dans la premiere question, on aboutit a un resul- 
tat faux : il y a une solution parasite. 

D’autre part, si l’on ne fait pas attention lors de la simplification par ln(x) dans la 
deuxieme question, on n’obtient que la solution x = 2. 

Autrement dit, le manque de rigueur dans le raisonnement mathematique peut abou- 
tir a trouver de « fausses solutions » ou au contraire a en oublier de vraies ! 
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Pour eviter cela, il faut : 

• prendre garde, dans le type de raisonnement presente ici, a ne pas oublier l’etape 
de synthese ; 

• s’assurer que tous les calculs sont licites (ne pas diviser par zero, ne pas prendre 
la racine carree ou le logarithme d’un nombre negatif...) et, au besoin, distinguer 
des cas comme dans la deuxieme question. 


Exercice 1.2 : Etude de fonction 


, inVA ) 

1. Etudier et tracer la fonction / definie par f (x ) — . 

x 

2. En deduire les couples ( a,b ) d’entiers tels que 2 < a < b et a h = b a . 

3. Quel est le plus grand : e 71 ou Tr e ? 

1. La demarche pour etudier une fonction est toujours la meme : 

• determiner le domaine de definition et de derivabilite ; 

• calculer la derivee ; 

• etudier les limites de la fonction aux bornes de son (ou ses) intervalle(s) de defi- 
nition ; 

• calculer les valeurs de la fonction aux points ou la derivee s’annule ; 

• resumer tout ceci dans le tableau de variations. 


W 


La fonction / est definie et derivable sur M* et, pour tout x > 0 : 

. 1 — ln(x) 

/'(*)= • 


On a de plus, d'apres les limites comparees vues en Terminale : 


/(l) = 0 

f{e) = e 1 

lim f(x) = — oc 

lim f{x) = 0 

x — >+oo 


On en deduit le tableau de variations de/: 


X 

0 e +oc 

fix) 

+ 0 

fix) 

l 

— oo 0 
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puis sa representation graphique : 



2. L’enonce de la question commence par « en deduire » : il s’agit done de faire 
apparaitre la fonction/, ce qui suggere d’introduire un logarithme. 

Raisonnons par analyse-synthese. 


W 


Si un couple (a,b) convient on a alors, en prenant les logarithmes : 
Z?ln(fl) = a ln(£>). 


Comme a et b ne sont pas nuls on en deduit 


ln(fl) 

a 


In (b) 


■ , i.e. 


/(«) = fib). 


Or, d'apres le tableau de variations, / ne peut prendre qu'au plus deux fois 
une meme valeur et, si e'est le cas, elle la prend une fois sur ]l,e[ et I'autre 
fois sur ]e,+oc[. II est done necessaire que 1 < a < e < b . 

On sait que e = 2,7 a 0,1 pres ; ainsi, a etant entier, il ne peut valoir 
que 2. 

In (2) 

Il reste a trouver un entier b > e (done b ^ 3) tel qu £ fib) = . Des 

essais successifs montrent que b = 4 convient. 

D'autre part, / etant strictement decroissante sur ]e,+oo[, elle ne peut 
prendre plusieurs fois la meme valeur : 4 est done le seul entier b tel que 
ln(2) 

fib) = — — et b > e. 

La seule solution possible au probleme est done {a,b) = (2,4). 
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Enfin, nous allons verifier que ce couple convient bien. Le premier exercice montre 
qu'une telle verification n’est pas superflue ! 




Reciproquement, on a bien 2 4 = 4 2 (= 16) : le probleme possede done une 
unique solution, ( a,b ) = (2,4). 


3. De maniere analogue nous allons introduire un logarithme. 

Pour comparer deux reels strictements positifs il suffit de comparer leurs loga- 
rithmes car la fonction In est strictement croissante sur R* . 

Autrement dit, il s’agit de comparer \n(e~) = n et ln(7r e ) = e ln(7r) : e’est la que la 

1 ln(c) 

fonction / intervient en faisant apparaitre les quotients - = — — = f(e ) et 

ee 


ln(7r) 
7 r 


,/'(vr). 


w 


On sait que e < n done, comme/est strictement decroissante sur [<?,+oo[, 
f(e ) > /(7r). Autrement dit : 


1 ln(7r) 

e 7 r 


En multipliant par e et tt, qui sont strictement positifs, il vient : 

7 t > e ln(7r). 

En appliquant la fonction exponentielle, qui est strictement croissante, on 
obtient enfin : 



Dans cette derniere question, 7r ne joue aucun role : on aurait pu le remplacer par 
n’importe quel reel x > e. 


Exercice 1.3 : Fonctions circulaires reciproques 


TT 

1. Montrer que, pour tout x e [—1,1], Arcsin(x) + Arccos(x) = — . 

2. Soitx el,u = sin(Arctan(x)) et v = cos(Arctan(x)). Determiner le signe de 

v puis, a l’aide de — et u 2 + v 2 , determiner des expressions de u et v en fonction 
v 

de x sans utiliser de fonctions trigonometriques. 
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1. II y a plusieurs manieres d’aborder un tel probleme : 

a) directement par la definition des fonctions circulaires reciproques. II suffit alors 
d’essayer d’utiliser les formules de trigonometric usuelles. 

b) utiliser la trigonometric d’une autre maniere : pour montrer que deux reels a et 
b sont egaux, on peut commencer par montrer que sin(a) = sin(Z?), puis conclure 
en determinant un intervalle contenant a ct b sur lequel la fonction sinus ne prend 
pas plusieurs fois la meme valeur. 

c) par l’etude d’une fonction bien choisie. Cependant, les fonctions Arcsin et Arccos 
ne sont derivables que sur ]— 1,1[, alors qu'elles sont defmies sur [—1,1], et leur 
derivee fait intervenir une racine carree ; autrement dit, il faut etre tres prudent sur 
le domaine d’ etude. 

Nous allons utiliser successivement ces trois methodes. 




a) Posons 6 = Arcsin(x) et p> = Arccos(x). 

Alors, par definition : 

sin($) = x et 9 e [— 7r/2,7r/2] 

cos(y?) = x et ip e [0, 7r] . 

Pour trouver une relation entre 9 e t ^ on peut utiliser des formules de tri- 
gonometrie : on a 


done 


x = sin($) 

= cos(7r/2 — 9) 

cos(7r/2 — 9) = x 

= cos (<p). 


De plus, 7t/2 — 9 e [0,7r]. Or la fonction cos est strictement decroissante 
sur [0, 7r] done ne prend jamais deux fois la meme valeur sur cet intervalle ; 
on a done 7r/2 — 9 — ip, i.e. 9 + tp = ir/2 ou encore 


Arcsin(x) + Arccos(x) = 


7 r 
2 ‘ 



Afin de conclure on a du utiliser les encadrements de 0 et ip donnes par la defini- 
tion des fonctions circulaires reciproques. D’une maniere generale on a toujours 
besoin de ces encadrements pour etudier un probleme faisant intervenir ces fonc- 
tions. 


b) On a, d'apres les formules de trigonometrie usuelles et les relations du 
cours suivantes : 

sin ( arccos (x)) = cos(arcsin(x)) = yl — x 2 


8 



© Dunod. La photocopie non autorisee est un delit. 


Chapitre 1 • Fonctions usuelles 


la relation : 

sin(Arcsin(x) + Arccos(x)) = x 2 + (>/ 1 — x 2 ) 2 = 1. 



Ceci ne suffit pas pour determiner la valeur de Arcsin(x) + Arccos(x) ; en effet, 
le sinus prend une infinite de fois la valeur 1, il faut done encadrer Arcsin(x) 
+Arccos(x) pour trouver sa valeur. 


Par definition, 

— 7t/ 2 < Arcsin(x) < 7r/2 et 0 ^ Arccos(x) ^ 7 r. 

On a done 

— 7r/2 < Arcsin(x) + Arccos(x) < 3n/2. 

Or, sur I'intervalle [— 7r/2,37r/2], la fonction sinus ne prend qu'une fois la 
valeur 1 : e'est au point tt/2. On a done : 

7T 

Arcsin(x) + Arccos(x) = — . 



On notera ici encore une fois l’usage d’un argument d’encadrement. 




c) Pour x £ [—1,1] posons/(x) = Arcsin(x) + Arccos(x) . 

La fonction / ainsi definie est derivable sur ]— 1 , 1 [, car Arcsin et Arccos 
le sont, mais rien ne permet de dire a priori qu'elle I'est sur [—1,1] ; nous 
sommes done contraints a ne I'etudier que sur ]— 1 , 1 [. 

Pour x £ ] — 1 , 1 [ on a 


f'(x) = Arcsin' (x) + Arccos' (x) 

= 0 

d'apres les formules du cours ; la fonction /est done constante sur ]— 1,1[. 
Ainsi, pour tout x £ ] — 1 , 1 [ : 


fix) = /( 0) 

= Arc sin (0) + Arccos (0) 



7T 


2 ' 
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Enfin, on verifie a la main les cas particuliers exclus de I'etude ci-dessus 
/( 1) = Arcsin(l) + Arccos(l) 

7T 

= 2 +0 


et 


/(— 1) = Arcsin(— 1) + Arccos(— 1) 

7 r 

= -2+- 


On a done bien : 


pourtout x £ [— 1, 1], Arcsin(^) + Arccos(.x) = — . 


Dans cette derniere approche, nous avons echappe a l’argument d’encadrement vu 
dans les deux premieres mais il a fallu neanmoins distinguer des cas pour une rai- 
son de domaine de derivabilite. 



Avec les fonctions Arcsin et Arccos il y a toujours des justifications a 
apporter : domaine de definition, domaine de derivabilite ou encadrement des 
valeurs prises. 


2. Laissons-nous guider par Tenoned. Nous allons meme determiner le signe strict de 
v : en effet, il est demande ensuite de diviser par v qui doit done etre distinct de 0. 
Pour etudier le signe de v, il suffit de savoir dans quel intervalle Arctan prend ses 
valeurs. . . Ce qui fait partie de sa definition. 



Pour tout reel x on a, par definition, Arctan(x) e ]— 7t/2,7t/2[, et done 
cos(Arctan(x)) > 0. Ainsi, v > 0, et en particulier v ^ 0, done u/v a un 
sens. 

D'autre part : 

u 

- = tan (Arctan (x)) = x. 
v 


Enfin, pour tout reel 9, sin 2 (0) + cos 2 (0) = 1. Avec 6 — Arctan(x) on 
obtient 


u 2 + v 2 = 1. 


10 


Comme, par definition, u = vx on obtient, en remplagant dans I'egalite pre- 
cedente : 
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( vx ) 2 + V 2 — 1 


soit 


v 2 (l+x 2 ) = 1. 


Comme 1 + x 2 f 0 on en tire 


v 


2 


1 

1 +X 2 


et enfin 


v = ± 


1 

vT+x 1 


Or v > 0, done 


1 

Vl + X 2 


Enfin, u = vx, done 


u 


\ 

Vl +X 2 



Comme souvent en trigonometric, nous avons calcule les carres des expressions 
demandees. Pour revenir a u et v i 1 etait done necessaire de determiner leur signe, 
sans quoi on ne peut dire mieux que v | = W. 


Exercice 1.4 : Arctangente 


1. Etant donne un reel strictement positif a on considere la fonction 

f a : x i-> Arctan ( — — — 

\ 1 — ax / 

Etudier cette fonction sur chacun des intervalles ]—oc, 1 ja\ et ]l/a,+oo[. 

2. Meme question, mais avec a < 0 . 

3. Deduire des deux questions precedentes que, pour tous reels a et b (a f 0) 


Arctan(a) + Arctan(/r) = Arctan 

k = 0 si ab < 1 
k = 1 si ab > 1 et a > 0 
k = — \ siab > letfl<0 


a + b 
1 — ab 


+ kir 
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Cet exercice presente a nouveau des problemes d’ ensembles de definition mais cette 
fois avec la fonction Arctan. 

1. II s’agit ici d’une derivee composee ; rappelons la formule : 

ig ° /)' = f x ig' o /) 

ou encore, en faisant intervenir la variable notee x : 

(g o /y (x) = f\x)g\f(x)). 

On a, pour tout x e R \ {1/a} : 


lo 


Or 


et 


Ainsi 


fix) = — 


d / a + x 


dx \ 1 — ax 


Arctan' 


a + x 
1 — ax 


d / a + x 


dx \ 1 — ax 


(1 — ax) + a(a + x) 
(1 — ax) 2 
1 + a 2 


(1 — ax) 2 


Arctan' 


a + x 

l — ax 


= 1 + 


a + x 
1 — ax 

(1 — ax) 2 


(1 — ax) 2 + (a + x) 2 
(1 — ax) 2 

1 + (ax) 2 + fl 2 + X 2 
(1 — ax) 2 
(1 +« 2 )(1 +x 2 )‘ 


pour tout x e R \ {1/a}, fix) = 


1 + x : 


= Arctan' (x). 



Le raisonnement suivant est faux : «f a et Arctan ont meme derivee done il existe 
une constante K telle que f a = K + Arctan ». En effet, l’egalite ci- 
dessus n’est pas valable sur un intervalle mais sur les deux intervalles disjoints 
] — oo,l/a[ et ]l/fl,+oo[. 


L’enonce correct est : « si /et g sont deux fonctions derivables sur un intervalle 
/ et sif'(x) = g'(x) pour tout x de / alors/ — g est constante ». 

Ainsi, nous devons effectuer deux etudes de fonction : l’une sur l’intervalle 
] — oo,l/a[ et 1’ autre sur ]l/a,+oo[. 
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le 


On en deduit que, sur chacun des intervalles ]— oo,l /a[ et ]l/a,+oo[, 
f a — arctan est une fonction constante : il existe deux reels c et d tels que : 

• pour tout x 6 ]— oo,l /a\, f a (x) = Arctan(x) + c ; 

• pour tout * e ]l/a,+oo[, f a (x) = Arctan(x) + d. 


Comme nous l’avons rappele, la fonction f a n’etant pas defmie sur un intervalle les 
deux constantes c et d n’ont aucune raison d’etre egales... Nous verrons d’ailleurs 
qu’elles ne le sont pas. 

Pour les determiner, on peut choisir des valeurs particulieres de x ou considerer les 
limites a l’infini. 

On remarque que, d'apres la definition d ef a : 

lim f a (pc') — lim f a (x) = Arctan(— l/a). 

x — >• -(-oo x — > — oo 

De plus, comme / a (x) = Arctan(x) + c pour x < l/a, on a 
lim f a (x) — c — 7r/2 

x—> — OO 

et, comme/ fl (i) = Arctan(x) + d pour x > l/a, on a 
lim fa (x) — d + 7t/2. 

X->+00 


le 


On en deduit 


d + 7t/2 = c — 7r/2 


soit 


C = d + 7T. 


Nous avons ici une premiere relation entre les deux parametres a determiner c et d. 
II nous en faut une autre pour les determiner explicitement, nous allons pour cela 
considerer la valeur en 0 de la fonction f a . 

Pour cela, il faut savoir si 0 e] — oo, l/a[ ou 0 e]l/a,+oo[ : nous allons pour cela 
enfm nous servir de l’hypothese de signe sur a. 

Comme a > 0, on a 


0 e ]— oo,l/a[ 


le 


done 


f a (0) = Arctan(O) + c = c. 
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D'autre part, d'apres la definition de/ a ,/ fl (0) = Arctan(a), d'ou 
c = Arctan (a) 

puis 

d = Arctan(a) — n. 

On a alors : 

• pour tout reel b tel que b < 1 /a, Arctan(a) + Arctan(Zr) 

. / a + : 

= Arctan 

\ 1 — ab / 

• pour tout reel b tel que b > 1/a, Arctan(a) + Arctan(Zr) 


= Arctan 


ci A - 


V 1 — ab 


+ TT. 


w 


2. Cherchons ce qui change quand on suppose a < 0 . 

Le signe de a n’intervenait que pour le calcul des constantes ; le calcul de la deri- 
vation, lui, est toujours valable. 

Dans le cas a < 0 on montre de maniere analogue qu'il existe deux reels c' 
et d' tels que : 

• pour tout x G ]— oo,l/fl[,/ a (x) = Arctan(x) + c ' ; 

• pour tout x e ]l/a,+oo[,/ fl (x) = Arctan(x) + d ' . 

De meme, en calculant les limites a I'infini, on obtient encore 

c' = d' + tt. 

Pour determiner d et d' considerons des valeurs particulieres. 

Cette fois, a < 0 done 0 e ]l/a,+oo[. On a done 

fed 0) = Arctan(O) + d! — d' . 

D'autre part, / fl (0) = arctan(a), d'ou 

d' = Arctan(fl) 

d = Arctan (a) + tt. 


et enfin 


On a alors : 

• pour tout reel b tel que b > 1/a, Arctan(a) + Arctan(Zr) 


= Arctan 


a -j- - 


\ 1 — ab / 

• pour tout reel b tel que b < 1/a, Arctan(a) + Arctan(A) 

a ( a + b 

= Arctan 

\l-ab 
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3. Distinguons trois cas comme le suggere l’enonce. 

• Si ab < 1 : on a soit a > 0 et b < 1 /a, soit a < 0 et b > 1 /a. D'apres 


U' 


ce qui precede on a dans ces deux cas 

Arctan (a) + A retail (7?) = Arctan 


a + b 


1 — ab / 

• Si ab > 1 et a > 0 : on a b > \/a et, d'apres la question 1, 

a + b 


Arctan (a) + Arctan (b) = Arctan 


+ 7 r. 


1 — ab / 

Si ab > 1 et a < 0 : on a b < \/a et, d'apres la question 2, 

a + b 


Arctan (a) + Arctan (b) = Arctan 


1 — ab 


Exercice 1.5 : Fonctions hyperboliques reciproques 


1 . Montrer que, pour tout reel x, Argsh(x) = ln(x + Vx 2 + 1 ) . 

2. Montrer que, pour tout x e [l,+oo[, Argch(x) = ln(x + V x 2 — 1). 

1 /I +x 

3. Montrer que, pour tout x e ]— 1,1[, Argth(x) = -In 

2 \ 1 — x 


Les fonctions hyperboliques s’expriment par definition simplement en fonction de 
l’exponentielle : il ne s’agit done pas reellement de « nouvelles » fonctions mais 
simplement de notations abregees pour des fonctions qui sont du ressort du pro- 
gramme de Terminale. 

Les expressions faisant intervenir ch(x) et sh(x) peuvent se simplifier en posant 
u = e x : on a alors ch(x) = (w + 1 /«)/ 2 et sh(x) = (w — l/w)/2 , ce qui permet de 
se ramener a une expression qui est un quotient de polynomes en u et se prete done 
mieux au calcul. Tous les calculs proposes ici seront traites de cette maniere. 

1. Soit x G M et y = Argsh(x). Alors sh(y) = x, autrement dit : 

c>’ - 

2 _X 
soit 


- e~ y = 2x. 


Posons z — e y . II vient 

z - z~ l = 2x 
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et on a done, en multipliant par z : 

z 2 — 2xz — 1=0. 

Le nombre reel z est racine de l’equation du second degre 
( E ) : t 2 - 2xt - 1 = 0 


d’inconnue f el. 

Son discriminant est 4(x 2 + 1) et ses racines * ± y/x 2 + 1 . 



Nous venons de demontrer que z — x + I x 1 + \ ou z — x — y/ x~ + 1 . Nous 
devons done decider laquelle de ces deux expressions est correcte. 

Pour cela, il suffit de trouver un critere pour distinguer ces solutions, par exemple 
leur signe : si elles sont de signes opposes et qu’on connait le signe de z, on pour- 
ra choisir la bonne solution. 




Comme z = e y et y e M, on a : z e R* . 

D'autre part on a, pour tout reel x, x < |x| < Vx 2 + 1 , d'ou 
x — \/x 2 + 1 < 0. 

Cette racine de I'equation (E) ne peut pas etre z, done 


Z = X + six 1 + 1 


et enfin 


y = ln(z) = ln(x + sj x 2 + 1) 

soit encore 


Argsh(x) = ln(x + s/ x 2 + 1). 


2. On peut tenter un raisonnement analogue. Si l’obtention d’une equation du 
second degre se fera sans probleme nous venons que le choix de la bonne racine 
devra se faire a l’aide d’un critere different. 


IP 


De meme, pour x > 1, on pose y = Argch(x), d'ou 
ch(y) = x 
et 

e y + e~ y = 2x . 

Avec z = e y on obtient alors 


2xz +1=0. 
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Le reel z est racine de I'equation 

0 E ') : f 2 - 2xf + 1 = 0 


d'inconnue t e R. 


Son discriminant est 4(x 2 — 1) ^ 0 (car x ^ 1) et elle a done pour racines 

x ± y/x 2 — 1 . 



On se retrouve dans une situation analogue a celle de la question precedente : de 
deux solutions potentielles, il faut choisir la bonne. Pour cela, il suffit de trouver 
un critere pour les departager en commengant par chercher un intervalle dans 
lequel se trouve a coup sur z . 

Le mieux que l’on puisse dire, x etant quelconque dans [l,+oo[, est que y ^ 0 
(par definition de la fonction Argch) et done que z ^ 1 . Ainsi, ce n’est pas le signe 
des racines qui est determinant, mais leur position par rapport a 1 . 


Ces racines sont positives et leur produit vaut 1 : la plus grande est done 
-^—1 ^ 1 et la plus petite < 1 . 

Or yj X 2 — 1 < 0, d'ou X — yjx 2 — 1 < X + yj X 2 — 1 . 

D'autre part, y ^ 0 par definition de Argch done z ^ 1. 

On a done z = x + y/x 2 — 1 , soit 

Argch(x) = ln(x + y/x 2 — 1). 

3. Encore une fois, nous allons debuter par le meme raisonnement mais la conclu- 
sion sera differente. 


W 


Par un raisonnement analogue, soit x e ]— 1 , 1 [ et y = Argth(x). Alors 

x = th(}’) 

- g-y 
- e^e~y 
e 2y - 1 
_ e 2y + l' 

En posant z = e y il vient 

z 2 -l 


soit 


z 2 - l = x(z 2 + 1). 
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En developpant et regroupant les termes en z, on obtient 
(1 — x)z 2 = 1 + x et, comme x f 1 : 

9 1 + X 

Z = 7 

1 — X 


soit 


et enfin 


y = -In 
7 2 


1 + x 

1 — X 

1 + X 
1 — X 


Exercice 1.6 : Calcul de limite par encadrement 


1. Demontrer que, pour tout reel x > 0, 


1 


x x < ln(l + x) < x. 


2. En deduire la valeur de 


V n J 


On pouixa prealablement demontrer que 


= -n(n + l)(2n + 1). 


1. Pour etablir une inegalite de la forme 

Vx e I, fix) < g(x) 

on peut introduire la fonction g — /'et etudier son signe sur I. Dans les cas qui nous 
interessent ici, la derivee se calcule sans peine, ce qui permet de conclure aisement. 


m 


Pour x e M+ posons u(x) = ln(l + x) — x. u est derivable sur M+ et 

1 


Vx e R+, u'(x) = 


1 + x 




1 + x 


^ 0. 


La fonction u est done decroissante sur R+. Etant donne que u( 0) = 0, on 
a done u(x) < 0 pour tout reel x > 0. Autrement dit : 


Vx e R+, ln(l +x) < x. 
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De meme, soit la fonction v definie pour x e M+ par 
1 , 

v(x) = ln(l + x) — x + -x . v est derivable et 

1 ;t 2 

Vv e M + , v'(x) = 1 + x — > 0. 

I + x 1 + x 

La fonction v est done croissante sur R+. Etant donne que u(0) = 0, on a 
done v(x) ^ 0 pour tout reel x ^ 0. Autrement dit : 

1 9 

Wx e R+, ^ — -x 2 < ln(l + x). 

2. Commenqons par etablir l’egalite donnee en indication. II s’agit d’une simple 
demonstration par recurrence. 


• Initialisation : H \ est clairement vraie, I'egalite se resumant alors a 
1 = 1. 

• Heredite : soit n e N* tel que H n soit vraie. Alors : 

n + 1 n 

j^Jc 2 = J^k 2 + (n + l) 2 
k= 1 k= 1 

= — n(n + 1 ) (2/7 + 1) + (n + l) - 
6 

par hypothese de recurrence. On a done, en developpant : 

n + 1 i 

Y'k 1 = -(In 2 + 9« 2 + 13/7 + 6). 

k=\ u 

1 

D'autre part, en posant u„ = -n(n + l)(2n + 1), on a successivement 
6 

u n +\ = — (n + l)((/7 + 1) + l)(2(/7 + 1) + 1) 

6 

= i(n + l)(/ l + 2)(2n + 3) 

6 

= — (2/7 2 + 9n 2 + 13/7 + 6). 

6 

Ainsi, H n+ \ est vraie. 

• Conclusion : pour tout entier naturel non nul n, 

n ^ 

J2 k2 = -n(n + l)(2n + l). 




Pour n e N* posons H n : « / k — -n(n + 1 ) (2/7 + 1) ». 

7=1 u 
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On peut ecrire le produit de maniere peut-etre plus lisible : 


n 


1 + zi * - 


1 + ^2 


1 + 




La premiere chose a remarquer est que le nombre de facteurs du produit est 
variable. II s’agit d’un produit comportant de plus en plus de termes qui sont de 
plus en plus proches de 1 . Dans ce genre de situation, on ne peut pas conclure sur 
la limite du produit. 


A cet effet, rappelons un calcul classique qui montre qu’il faut se mefier des pro- 
duits ayant un nombre de facteurs variables. 

/ i y 

Pour calculer lim 1 H — , considerons plutot le logarithme : 

n->-oo \ n ) 

'"(K 


, 1 

= n In I 1 H — 


Le second membre est une forme indeterminee qui peut s’ecrire comme limite d’un 
taux d’ accroissement; plus precisement. 


n In 



In 


l + £) -ln(l) 



et tend done vers le nombre derive en 0 de la fonction x i-> ln(l + x) quand n tend 
vers +oo. 

Ainsi, 

lim ( n In ( 1 H — ^ ^ = 1 

n-*-oo \ \ n ) ) 

done 

lim (l + -) =e. 

n^-oo y n ) 


En particular, on voit que la limite n’est pas 1, comme on aurait pu le croire en sup- 
posant que le fait que 1 + ^ tende vers 1 entrame que sa puissance /r-icmc tende 
aussi vers 1. D’une maniere generale, aucun theoreme classique ne s’ applique 
quand les puissances ou le nombre de facteurs d’un produit est variable. 

Nous allons simplifier le produit en considerant son logarithme. 


In 


n 


1 + ^2 


E>» 


1 + ^2 
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Par ailleurs, pour tout entier natural k + n on a, d'apres la premiere ques- 
tion : 


k 1 k 2 ( k\ k 

n- 1 lr \ n- ) n z 

En additionnant ces inegalites pour k allant de 1 a n on obtient : 


n i n i / 2 n / i \ n 

k nl k 2 " 4 k v W k 

soit, en factorisant les constantes de chaque somme. 


1 1 2 / k \ 1 ^ 

n k = 1 ^ *=i *=l V " / " t=i 


n 

Nous voyons bien apparaitre la somme k 2 dont la valeur est donne dans 

k=\ 

n 

l’enonce. II se trouve egalement dans ces inegalites la somme k qui, elle, peut 

4=1 

etre calculee sans indication : il s’agit simplement de la somme des n premiers 
termes de la suite arithmetique de premier terme 1 et de raison 1. D’apres la formule 
classique donnant la valeur d’une telle somme, on a 

n(n + 1) 

2 ‘ 

Notons que l’encadrement que l’on obtiendra en remplagant les sommes par leurs 
valeurs sera une forme indeterminee classique : il s’agit d’un quotient de fonctions 
polynomiales de n. 

Une telle indetermination se leve simplement en factorisant la plus grand puissance 
de n dans chaque facteur du numerateur et du denominateur. 


E* 




On a successivement : 

1 n(n + 1) 1 n(n + 1 ) (2/7 + 1) 


2/i 4 


<£ h K) 


1 n(n + 1) 


1 /i 2 (l + l) 1 n\ 1 + I)(2+I) 


2n 4 


1 n\ 1 + 1 ) 


E ln ( 1 + 

4=1 '■ 


(1 + 1 ) (1 + 1)(2 + 1 ) 

2 12/7 


f>H) 


tLd + j) 
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II est desormais clair que les membres de droite et de gauche tendent tous deux vers 
2 quand n tend vers +oo. 

II ne reste ensuite qu’a revenir au produit en prenant l’exponentielle. 


w 


D'apres le theoreme des gendarmes. 


soit enfin : 


lim^ 1 n( 1 + 4) = ^ 

n—*oo \ n 2 J 2 

lim f] (l + 4) = f~ e - 


Exercice 1.7 : Etudes de fonctions et suites adjacentes 


Cet exercice est long mais permet de reviser toutes les notions d’ analyse de 
Terminate, a T exception des integrates. 

On peut directement trader les questions 4 a 7 en admettant les resultats des trois 
premieres. 

„3 


1 

On pos e/(x) = -In 


1 + x 


■x,g{x) = 


3(1 -x 2 ) 


et h (x ) = fix) - g(x). 


1. Etudier/, g et h et tracer separement leurs representations graphiques. 


2. Montrer que, pour n e N*, (In + 1 ) / 

3. Montrer que, pour n e N*, (2 n + I )g 

n n e~" 


1 


2/i+l 

1 

2 « + 1 


= I n+- J In ( 1 + - 

1 


1. 


12/7 {n + 1) 


Pour 77 G N* on pose u n = 


et v n = M n exp ( — ) . 


1 


4. A l’aide des resultats precedents determiner le sens de variation de la suite de 
terme general ln(7/„). 

5. Meme question pour la suite de terme general ln(u„). 

6. Montrer que (ln(M„ )) /!6 r>j* et (ln(i;„)) /je pi< sont adjacentes. 

7. Montrer que iu n ) ne f$* et ( v n ) n etv sont convergentes de meme limite stricte- 
ment positive (le calcul explicite de cette limite n’est pas demande). 


1. Les formules de derivation classiques donnent : 


fix) = 


, g\x) = 


x 2 (3 — x 2 ) 
3(1 -x 2 ) 2 


et h'ix) = 


2x 4 

'3(1 -x 2 ) 2 ' 
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Le tableau de variations de / prend la forme suivante. 


X 

-10 1 +°° 

f(x) 

- 

+ 

- 

f 

+ °° 

+ oo 

+ oo 


Tra5ons, a present, le graphe de la fonction/. 



Le tableau de variations de g prend la forme suivante. 
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Tra5ons, a present, le graphe de la fonction g. 



Le tableau de variations de h prend la forme suivante. 



Trains, a present, le graphe de la fonction h. 
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2. II faut effectuer deux types de calculs de base : mise au meme denominateur de 
fractions et utilisation d’un logarithme via la formule In (ab) = In (a) + \x\(b). 


m 


On a successivement 


1 


2n + 1 


1 

-In 

2 


1 + 


1 \ 


2 n + 1 


1 - 


1 


1 


2n + 1 


V 2 n + 1 / 

2 V 2n ) 2/7 + 1 

1 / 1 \ 1 

-In 1 + 

2 l n 2/7 + 1 


done 


( 2/7 + 1 )/ 


2 n + l/ = (" + ^ 1 ^ 1 + i| - L 
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3. Idem en plus simple puisqu'il n’y a pas de logarithme. 
De la meme maniere : 


W 


{In + l)g 


1 


2 n -j- 1 


1 


2/7 + 1 


3 1 


1 


2n + 1 

1 


3((2n + l) 2 - 1) 

1 


12 / 1(77 + 1 ) 


car (2 /t + l) 2 = 4/7 2 + 4/7 + 1 . 


4 . Le terme u n est exprime a l’aide de produits (dont des puissances et des facto- 
rielles). Le terme ln(//„) peut done s’ecrire comme une somme de termes simples. 
C’est ce qu’il est conseille de faire pour y voir plus clair et eviter ainsi les erreurs 
de calcul dans la suite. 
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soit enfin 


ln(i<„ + i) - In ( m„) =(« + -) In ( 1 + — J — 1 


= (2 n + 1)/ 


1 


2/7 T 1 


Or / est strictement positive sur ]0,1[ d'ou : ln(M„ + i) — ln(w„) > 0. La 
suite (ln(M„))„ e pj* est done croissante. 

5. v„ etant defini en fonction de u n , on obtient une expression de ln(u„) en fonction 
de ln(n„) qui a precisement ete calcule ci-dessus. 




On a, par definition. 


done 


ln(n„) = ln(M„) + — 
12n 


1 


1 


ln(v„+i) - ln(u„) = ln(M„+i) - ln(w„) + — 

12/7 12(77 + 1) 

1 


D/| 

f 1 

\,2n + l 

D/| 

( 1 

\2n + 1 

W ( 

' 1 

v 2/7 + 1 


12/7(77 + 1) 
- (2 n + l)g 


1 


2/7 + 1 


Or h est strictement negative sur ]0, 1[ done (ln(i)„))„ e pj* est decroissante. 


6. Tout le travail a ete fait precedemment : il n’y a plus qu’a verifier la definition 
des suites adjacentes. 




La suite (ln(M„)) ne N* est croissante et la suite (ln(i/„))„ e pj* decroissante. 
D'autre part, 

1 

In ( Un ) = In (u n ) + — — 

1277 


done 


lim (ln(u„) — ln(M„)) = 0 

n — >oo 

Ainsi, par definition, les suites (ln(i<„)) ne N* et (ln(u„))„ 6 N* sont adja- 
centes. 
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7. II suffit d’invoquer le theoreme des suites adjacentes puis de revenir aux suites 
initiates en utilisant l’exponentielle. 


K' 


Les suites (ln(M„))„ € N* et (ln(i>„))„ e N* etant adjacentes, eLLes sont conver- 
gentes de meme limite l e R. 

On a done 


lim Un = lim v„ = e l e Ml. 

n— >oo // — >oo + 



La valeur exacte de cette limite est (2-k) l//2 ; elle peut etre calculee a l’aide des 
integrates de Wallis presentees dans l’exercice 8.1. 
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Exercice 2.1 : Sommes de cosinus 


1. Pour n eNetr e R, calculer cos(kx). 

k = o 

( n \ 

2. Meme question pour > I I cos (kx) . 

fen W 


Les sommes d’expressions trigonometriques se traitent naturellement avec les 
nombres complexes. En effet, pour tout reel 9, cos (9) = Re(e' e ) et la partie reelle 
d’une somme est la somme des parties reelles. On obtient ainsi une somme d’expo- 
nentielles complexes et, le plus souvent, on pourra reconnaitre une somme usuelle : 
termes d’une suite geometrique ou identite remarquable. 


1. En suivant la methode annoncee nous obtenons ici les termes d’une suite geo- 
metrique. 


\0 


y^cos (kx) 

k = 0 


n 

^ Re(e ikx ) 
k = o 



Or e lkx = (e lx ) k done la somme 

k = 0 

est la somme des n + 1 premiers termes de la suite geometrique de premier 
terme 1 et de raison e' x . 
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II y a deux cas a distinguer selon que la raison est egale ou non a 1 . En effet, la 
formule 


n 




1 -q n+l 
1 -q 


n’est valable que si q ^ 1 , et pour cause : le second membre n’a pas de sens pour 

9 = 1 ! 


Ici, la raison est e ,x et est done egale a 1 si, et seulement si, x est un multiple de 2ir, 
ce qui nous donne la condition pour distinguer les deux cas. 




Distinguons deux cas : 

• si e ,x = 1, i.e. x est de la forme 2m n avec me Z : tous les termes de la 
somme valent 1 d'ou 

n 

^cos (kx) = n + 1. 
k=0 

• si e lx ^ 1, on a alors d'apres la formule donnant la somme des termes 
d'une suite geometrique de raison differente de 1 : 

" _ (g ,- *)" +1 ~ 1 

Z—l n'lX _ 1 


e ix - 1 


Pour simplifier un quotient de nombres complexes une methode generale est de 
multiplier numerateur et denominateur pai - le conjugue du denominateur. 
Cependant, quand les nombres complexes qui interviennent sont des exponentielles, 
on peut essayer une autre methode bien plus efficace : la methode de 1’ argument 
moitie. 

Expliquons-la brievement : dans une expression de la forme 1 + e' 9 , on factorise 
e l9 / 2 et il vient 


\+e ie = e ie l\e- ie l 2 + e ie > 2 ) 

= 2e ie/1 cos(9/2). 

D’une maniere generale, etant donne deux complexes a et b, il peut etre interessant 
de remarquer que 

e a _|_ e b — e (a+b)/2^ e (a-b)/2 e ~(a-b)/ 2-j 

La meme factorisation permet de simplifier les differences d’ exponentielles. 
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1 * 


En factorisant : 

e i{n+ l)x _ J 

e ix - 1 


e i(n+ l)x/2 e i(n+\)x/2 _ e ~i(n+ \)x/2 
e ix / 2 e ix / 2 _ e -ix / 2 

e in X ,2 sin((/7 + \)x/2) 
sin(x/2) 


Enfin, la somme cherchee est la partie reelle de cette expression, soit 


n 

^cos (kx) = cos(«x/2) 
k = 0 


sin((7?. + 1 )jc/2) 
sin(x/2) 


2. Nous pouvons debuter de maniere analogue en faisant apparaitre des parties 
reelles d’exponentielles complexes. Cette fois-ci, la presence des coefficients bino- 
miaux nous menera a une identite remarquable : le binome de Newton. 
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Exercice 2.2 : cos( 27 t/ 5) 


On pose l o = e 2 '^ 5 . 

1. Montrer que 1 + to + to 2 + to 2 + to 4 = 0 . 

2. On pose z = to + to~ l . Former une equation du second degre verifiee par z. 

3. En deduire les valeurs de cos(27r/5), sin(27r/5) et tan(27r/5). 


1. C’est un resultat de cours! 




En developpant : 


(1 - w)(l + to + to 2 + to 3 + to 4 ) = 1 - w 5 = 0 


car to 5 = 1 . 

Or 1 — u) ^ 0 done 1 + lo + ur + to 3 + oo 4 = 0 . 


On aurait aussi pu remarquer que cette quantite est la somme des cinq premiers 
termes d’une suite geometrique de premier terme 1 et de raison to ^ 1 , d’ou : 

9 O A 1 LO~ 

1 + to + lo" + clt + ur = — 0 

1 — LO 


car uj 5 = 1 . 

Cependant, quelle que soit la redaction choisie, l’hypothese to ^ 1 est essentielle 
pour pouvoir diviser par 1 — lo. 

2. II s’agit de faire apparaitre une relation entre z et z 2 - On a z = uj + oj' 1 et 
z 2 — to 2 + 2 + lo 2 : il nous faut done faire apparaitre une relation entre les to k , k 
allant de — 2 a 2, a partir de la premiere question qui est une relation entre les oo k , k 
allant de 0 a 4. Pour cela, il suffit de diviser le resultat de la premiere question par 


W\ 


Comme lo 2 ^ 0 on deduit de la relation precedente 

LO~ 2 + L0~ l + 1 + LO + tO 2 = 0. 


De plus. 


z = to + to 1 et z 2 = to 2 + 2 + to 2 


d'ou : 


z + z- 1 = 0. 


32 


© Dunod. La photocopie non autorisee est un delit. 


Chapitre 2 • Nombres complexes 


3. Commengons par resoudre cette equation pour determiner z. 




Cette equation du second degre a pour discriminant 5 et ses racines sont, 
d'apres les formules du cours : 


Z\ 


— 1 + y/5 
~ et Z2 


-l-y/5 

2 


On a done z = Zi ou z — zi- 


II faut maintenant determiner si z = Z\ ou z = Zi- Pour cela, nous allons etudier le 
signe de ces quantites. 




On remarque que zi < 0 < zi : il suffit done de determiner le signe de z 
pour conclure. 

D'apres la formule d'Euler : 

z = lo + cu — 1 

- e 2i7T/5 + e — 2/7T/5 

= 2cos(27t/5). 


2-7T 

OrO < y < 


7T 

2 ' 


done cos(27t/5) > 0 : on a done z = zi, ce qui donne 


cos(27t/5) = 


y/5 — 1 

4 


II reste desormais a utiliser les formules de trigonometric usuelles pour determiner 
les autres valeurs demandees. Ces formules faisant parfois intervenir des carres il y 
aura a nouveau des questions de signes a etudier. 


W\ 


De la formule 


sin 2 (27r/5) + cos 2 (27t/5) = 1 


on tire successivement 


sin 2 (27r/5) = 1 


y/5 — 1 

4 

10 + 2^5 
16 


d'ou 


sin(27r/5) = ± 


V10 + 2V5 
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Le meme argument que precedemment montre que sin(27r/5) > 0 et done 


sin(27r/5) = 


V10 + 2V5 

4 


Enfin, on a 


tan(2-7r/5) 


sin(27r/5) 

cos(27t/5) 

V10 + 2V5 

V5- 1 


II s’agit de simplifier cette expression. Pour cela, nous allons elever au carre pour 
eliminer la « grande » racine carree puis multiplier par la « quantite conjuguee » du 
denominateur afm qu’il ne subsiste plus qu'une seule racine carree, au numerateur. 




On a successivement : 


tan 2 (27r/5) 


10 + 2^5 
6-2^5 

(10 + 2V5)(6 + 2V5) 
(6 - 2V5)(6 + 2^5) 
80 + 32^5 
16 

5 + 2V5. 


Enfin, comme tan(2-7r/5) > 0, on en deduit 
tan(27r/5) = -\j 5 + 2^5. 



Etant donnee la grande diversite des formules de trigonometrie il existe de nom- 
breuses methodes donnant ce resultat. 

Par exemple, on aurait pu utiliser la relation cos -2 = 1 + tan 2 ; cependant, on 
remarque que Ton aurait encore eu a utiliser un argument de signe pour en dedui- 
re la valeur demandee. 


Exercice 2.3 : Racines septiemes 


On pose z = e 2,7r/7 , 5 = z + z 2 + z 4 et t = z 3 + z 5 + z 6 . 

1. Calculer s + t et st. 

2. En deduire les valeurs de s et t. 
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II faut bien lire l’enonce ! II demande de calculer 5 + t et st avant de calculer s 
et t ; il est done incorrect, et probablement difficile, de chercher des le debut a cal- 
culer .v et T pour en deduire .v + t et st. 


1. Le nombre z est par definition une racine septieme de l’unite, done z 1 — 1. 

De plus, zj= 1, done 1 + z + z 2 + z 3 + z 4 + z 5 + z 6 = 0. Ce sont les deux seuls resul- 
tats du cours relatifs aux racines de l’unite : il faudra done probablement s’en servir. 



2. Il est ici demande de trouver deux nombres complexes connaissant leur somme 
et leur produit. Pour cela, on utilise le resultat suivant du cours : la somme des 
racines de l’equation az 2 + bz + c = 0 est —b/a et leur produit c/a. 




Les nombres 5 et t sont les racines complexes de I'equation du second degre 
d'inconnue z : 


z 2 - (s + t)z + st = 0 


autrement dit : 


z 2 + z + 2 = 0. 
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Son discriminant est —7 et ses racines sont done 



L’une de ces racines est s et 1’ autre t. Pour determiner laquelle est effectivement s, 
il faut trouver un critere permettant de distinguer ces deux racines. 

La difference entre z\ et zi est le signe de leur partie imaginaire : en effet. 
Imfe) < 0 et Im(zi) > 0. II reste a evaluer le signe de Im(s) pour savoir si s — zi 
ou s — Z2- Pour cela, il faudra determiner les positions relatives des reels de la 
forme kit /l . 


w 


On a successivement : 


Im(s) = Im(e 2,7r / 7 + g 4,7r / 7 + e 8 ' 71 "/ 7 ) 

= sin(27r/7) + sin(47r/7) + sin(87r/7) 
= sin(27r/7) + sin(37r/7) — sin(7r/7) 


car 


sin(47r/7) = sin(7r — 37 t/7) 

= sin(37r/7) 


et 


sin(87r/7) = sin(7r 4- vr/7) 

= — sin(7r/7). 


Or 


0 < 7r/7 < 27r/7 < 3ir/7 < -k/2 


done, la fonction sinus etant strictement croissante sur [0,7r/2], 


0 < sin(7r/7) < sin(27r/7) < sin(37r/7) < 1. 


Ain si. 


sin(27r/7) — sin(7r/7) > 0 


et sin(37r/7) > 0, d'ou Im(s) > 0 ; on a done s = z\ (d'ou t = zi), soit 


s = 


— 1 + i x/7 
2 


et t = 


-i -is/i 
2 
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Exercice 2.4 : Linearisation, formule de Moivre 


1. Lineariser sin 3 (x) et cos 4 (x). 

2. Exprimer cos(5x) sous forme d’une expression polynomiale en cos(x). De 
meme, exprimer sin(5x) en fonction de sin(x) et cos(x). 

1. La methode generate de linearisation consiste a utiliser les formules d’Euler, puis 
a developper les puissances : on regroupe ensuite les exponentielles complexes pour 
faire reapparaitre des formules d’Euler. 


W\ 


Avec les formules d'Euler on a successivement : 

; y \ 3 


sin 3 (x) = 


£ ix _ e -ix 


2 i 


1 


= - (e ix - e~ ix ) 3 

( 2/) 3 

D'apres la formule du binome de Newton : 

(e ix - e ~ ix ) 3 = (, e ix ) 3 - 3(e ix ) 2 e~ ix + 3e ix (e~ ix ) 2 - ( e ~ ix ) 3 
= e Vx - 3e ix + 3e~ ix - e~ 3ix . 

Or, toujours d'apres les formules d'Euler : 

e 3ix - e~ 3ix = 2/sin(3x) 

et 

e lx — e~ lx = 2/sin(x) 

done 

(< e lx — e~ lx ) 3 = 2/(sin(3x) — 3sin(x)). 

On a done : 

3 1 

sin (x) = — — (sin(3x) — 3sin(x)) 


soit 


(2 0 


3 3 1 

sin (x) = -sin(x) — -sin(3x). 
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De meme : 


cos 4 (x) 




4 


— (e lx + e~ lx )\ 

16 


En developpant la puissance il vient 


(e ix + e~ ix f 


(( e ix ) 4 + 4(e ix ) 3 e~ ix + 6(e ix ) 2 (e~ ix ) 2 
+4e ix {e~ ix ) 3 + (e~ ix f) 

e 4i.x + 4e iix + 6 + 4 g— 2i.t + e -4 ix 
2cos(4x) + 8cos(2x) + 6. 


On a done enfin : 


cos 4 (x) 


1 

cos(4x) + - cos(2x) + 


3 

8 ' 



Dans ce dernier cas, il est egalement interessant d’utiliser les formules de trigo- 
nometric usuelles : 


cos 2 (x) = 


^(1 + cos(2x)) 


done 


soit 


cos 4 (x) = -(1 + cos(2x)r 


cos 4 (x) = -(1 + 2cos(2x) + cos 2 (2x)). 

Enfin, 

, 1 

cos“(2x) = -(1 + cos(4x)) 
ce qui donne a nouveau le resultat. 

Cependant, ces manipulations ne sont realisables aisement que sur des cas assez 
particuliers ; pour s’en convaincre, essayez de lineariser la premiere expression 
par les formules de trigonometric : les calculs deviennent rapidement illisibles. 
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Nous avons 

cos(5x) = Re(e 5iX ) 

= Re((V A ') 5 ). 

Or, d'apres la formule de Moivre : 

(e ,x ) 5 = (cos(x) + i sin(x)) 5 

done 

(< e ' x ) 5 = cos 5 (x) + 5 cos 4 (x)/ sin(x) + 10cos 3 (x)(/ sin(x)) 2 

+ 10cos 2 (x)(/ sin(x)) 3 + 5cos(x)(/ sin(x)) 4 + (i sin(x)) 5 

soit : 

(< e lx ) 5 = cos 5 (x) + 5cos 4 (x)sin(x)/ — 10cos 3 (x)sin 2 (x) 

— 10cos 2 (x)sin 3 (x)/ + 5 cos (x) sin 4 (x) + sin 5 (x)/ 

et enfin : 

(e lx ) 5 = cos 5 (x) — 10cos 3 (x)sin 2 (x) + 5 cos (x) sin 4 (x) 

+(5cos 4 (x)sin(x) — 10cos 2 (x)sin 3 (x) + sin 5 (x))/. 

On a done, en considerant la partie reelle : 

cos(5x) = cos 5 (x) — 10cos 3 (x)sin 2 (x) + 5 cos (x) sin 4 (x). 

On peut eliminer les puissances paires de sin(x) par la relation 
sin 2 (x) + cos 2 (x) = 1 : 

cos(5x) = 16 cos 5 (x) — 20 cos 3 (x) + 5cos(x). 

Avec la partie imaginaire on trouve, sans calcul supplementaire : 

sin(5x) = 5 cos 4 (x) sin (x) — 10cos 2 (x)sin 3 (x) + sin 5 (x). 


Exercice 2.5 : Argument et arctangente 


1. Soit a e R+. Soit ip l’argument de a + i pris dans ]— 7r,7r]. Montrer que 
ip = Arctan(l/c?). Que dire si a e M* ? 

2. A l’aide de ce qui precede, calculer Arctan(l/2) + Arctan(l/3) . 
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1. Commen 5 ons par utiliser la relation entre la forme trigonometrique et la forme 
algebrique dc a + i afm de faire apparaitre son argument. 


W\ 


Par definition, a + i — \a + z'|(cos(</?) + z'sin((/?)) , done 

Im(a + i) 1 
o 


tan (p) 


Re(n + i) 

On a done tp = Arctan(l/fl) + kir pour un certain entier relatif k. 



Par definition de l’arctangente, l’egalite Arctan(x) = 9 signifie tan(d) = x et 
6 e ]-7t/2,7t/2[. 

D' autre part, tan(0) = tan (A) si, et seulement si, 6 = (f [tt] . 

Ainsi, on ne peut dire mieux que tp = Arctanf I /a) + kir : rentier k n’a a priori 
aucune raison d’etre nul, comme on le verra dans le cas a < 0. 


D'autre part, cos(y>) = a/\a + i\ > 0 et sin(<£>) = 1/| a + i \ > 0 : ceci 
montre que tp e ]0,7 t/2[. 

Comme, de plus, Arctan(l/fl) e ]0,7r/2[ (car a > 0) on a done k = 0 et : 
tp = Arctan(l/n). 

Dans le cas a < 0, on a toujours tp — Arctan(l/fl) + kn pour un certain 
k e Z, mais cette fois cosCy?) < 0 et sin(</?) > 0 : on a done tp e ]7 t/2,7t[. 
D'autre part, a etant strictement negatif, Arctan(l/fl) e ]— 7t/2,0[ : on a 
done k — 1 et : 

tp = Arctan(l/fl) + tt. 

2. Le probleme n’est pas de se rendre compte qu’il faut utiliser le resultat precedent 
mais d'etre conscient que tous les calculs seront faits modulo 27 t puisque l’on 
manipule des arguments. Ainsi, nous n’aurons pas directement le resultat mais uni- 
quement sa valeur a un multiple de 27r pres, encore faudra-t-il l’encadrer pour le 
determiner exactement. 




Un calcul simple montre que (2 + /)( 3 + i) — 5 + 5/. 
En considerant des arguments : 


Arg(2 + i) + Arg(3 + i) = Arg(5 + 5/) [27t]. 
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On a done : 


Arctan(l/2) + Arctan(l/3) = 7r/4 [27 r]. 

Pour determiner la valeur exacte de Arctan(l/2) + Arctan(l/3) il reste a 
determiner un intervalle de largeur inferieure a 7r le contenant. 


Or 0 < 1/3 < 1/2 < 1 et Arctan est strictement croissante done 
0 < Arctan(l/2) < Arctan(l/3) < 7t/4 


d'ou 


0 < Arctan(l/3) + Arctan(l/2) < 7r/2. 

Or le seul element de ]0,7r/2[ qui est congru a 7r/4 modulo 7r est 7r/4 lui- 
meme : on a done Arctan(l/2) + Arctan(l/3) = 7r/4. 

Une autre maniere d’aborder ce calcul aurait ete de calculer la tangente de la somme 
des arctangentes a l’aide d’une formule de trigonometric : on aurait alors obtenu 

tan(Arctan(l/2) + Arctan(l/3)) = 1 = tan(7r/4) 


d’ou 


Arctan(l/2) + Arctan(l/3) = 7r/4 [7 t]. 


Autrement dit, de toutes fagons, nous n’aurions pas echappe a l’etude d’encadre- 
ments pour eliminer le « modulo ». 

Ce calcul aurait aussi pu etre effectue avec la formule de l’exercice 1.4 ; cependant, 
elle est hors-programme. 



La manipulation simultanee d’arctangente et d’ arguments de nombres complexes 
sera a nouveau rencontree en Physique (filtres et fonctions de transfert). 


Exercice 2.6 : Systemes non lineaires 


1. Resoudre le systeme, d’inconnue (u,v) e C 2 : 

2. Resoudre le systeme, d’inconnue (u,v) £ C 2 : 

3. Resoudre le systeme, d’inconnue (u,v) e C 2 : 


u + v = 2 

uv = —4 
u + v = 4 
l/u + l/v = 4 

u + v =4 
u 2 + v 2 = 2 
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Le premier systeme est traite dans le cours : il s’agit de voir u ct v comme les 
racines d’une equation du second degre a determiner. Les deux autres peuvent se 
traiter en se ramenant a un systeme de cette forme : u + v etant donne, il suffit de 
manipuler 1’ autre expression pour faire apparaitre uv. 

1. Appliquons directement le cours. 

D'apres le cours, u e tv sont les solutions de I'equation du second degre d'in- 
connue z e C : z 2 — (u + v)z + uv = 0, i.e. z 2 — 2z — 4 = 0. 

Son discriminant est 20 et ses racines sont done (2 ± V 20)/2 ; 
avec 20 — 2 2 5 on peut les reecrire 1 ± y/5. 

On a done les deux couples de solutions : 

(u,v) = (1 — V5,l + \/5) et (u,v) — (1 + -\/5, 1 — x/5). 

2. Ramenons-nous a un probleme du type precedent. Nous avons deja la valeur de 
u + v. D’ autre part 




I 1 u + v 

— \ — — 

II V uv 


ce qui permet de trouver uv. 


10 


On a 


1 1 u + v 

4 = — | — = 

U V uv 


et 


u + v = 4 


d'ou 


uv — 1 

Ainsi, u et v sont les racines de z 2 — 4z + 1. 

Ce polynome du second degre a pour discriminant 12 et ses racines sont 
2 i y/3, d'ou les couples de solutions eventuelles : 

(u,v) = (2- V3,2 + V3) et (u,v) = ( 2 + V3,2 — V3). 

Nous avons demontre qu'il ne pouvait y avoir d'autres solutions, il reste done 
a verifier que celles-ci conviennent bien, ce qui est aise. 
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3. Pour faire apparaitre u 2 et v 2 , il suffit de calculer (u + i>) 2 . 




Soit ( u,v ) une solution de ce systeme. 
On a 


( u + v j 2 = u 2 + 2 uv + v 2 
d'ou, comme u + v = 4 et u 2 + v 2 — 2 : 
uv = 7 . 

Les inconnues u et v sont done les racines de z 1 — 4z + 7, dont le discri- 
minant est —12. 

Ses racines sont done 2 ± iV 3 d'ou les solutions eventuelles : 

(u,v) = (2-iV3,2 + iV3) et (u,v) = (2 + iV3,2 - iV3). 

De meme, il est facile de verifier qu'elles conviennent bien. 


Exercice 2.7 : Methode de Cardan 


On considere deux nombres complexes non nuls p et q et l’equation (E) d’in- 
connue z e C : 

(E) z 3 + pz + q = 0. 

On considere egalement l’equation ( R) d’inconnue ZeC : 

(R) Z 2 + qZ — p 3 /27 = 0. 

Soient U et V les racines complexes de ( R ). Soit u e C tel que u 3 = U. 

1. Montrer que u ^ 0. On pose alors v = —p/(3u) . 

2. Calculer u 3 v 3 ; en deduire que v 3 = V. 

3. En deduire la valeur de u 3 + u 3 . 

4. Montrer que u + v est solution de (E). 

5. Montrer que ju + j 2 v et j 2 u + jv (avec j = e 2tlT / 3 ) sont aussi solutions 
de (E). 

6. Application : on prend p = q — — 1 . Calculer U, V . puis u, v et enfin la valeur 
exacte de la racine reelle de z 3 — z — 1. 

7. Application : comme precedemment avec p — —3 et q — l. 
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1. Si u = 0, U = 0 et il suffit de remplacer dans ( R ) pour obtenir une contradic- 
tion. 



Si u = 0, U = u 3 = 0 et 0 serait racine de ( R ) done le terme constant 
p 3 / 27 serait nul, ce qui contredit p =£■ 0. On a done u =£ 0. 



Ceci permet de donner un sens a v = —p/(3u). D’une maniere generate il 
convient de verifier systematiquement, quand un quotient intervient, que le deno- 
minateur n’est pas nul. 


2. Le produit uv est connu par definition de v. 


IP 


Par definition 

P 

uv — 

3 

done 

n 3 

3 3 P 

u v = . 

27 

Or, d'apres le cours, le terme constant de Z 2 + qZ — p 3 /T1 est le produit 
de ses racines qui sont par definition U et V : on a done 

UV = mV. 

Comme u 3 — U on a done Uv 3 — UV. Enfin, U 0, d'ou v 3 = V. 


3. Comme precedemment, la valeur de U + V est donnee par les coefficients de 
l’equation ( R ). 


Ip 


Le coefficient de Z dans Z 2 + qZ — p 3 /27 est, d'apres le cours, I'oppose 
de la somme de ses racines, i.e. 

U + V = —q. 


On a done, d'apres le resultat precedent : 


u 3 + v 3 = — q. 


4. Il suffit de remplacer z par u + v dans l’equation ( E ) : tous les calculs neces- 
saires ont ete effectues dans les questions precedentes. 
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Ip 


On a (u + v ) 3 = u 3 + 3u 2 v + 3 uv 2 + v 3 done 

( u + v) 3 + p{u + v) + q = u 3 + i> 3 + (u + v)(3uv + p) + q. 
Or 3 uv + p = 0 (car v = —p/(3u)) et u 3 + v 3 = —q done 
(u + v ) 3 + p(u + v) + q = 0. 
u + v est done bien solution de (E). 


5. Le nombre complexe / u est aussi une racine cubique de IJ : on peut done 
reprendre le meme raisonnement en remplaqant u par u' — ju. Alors v est remplace 
par v' = —p/(3u') = j 2 v (car J -1 = j 2 ) et u' + v' — ju + j 2 v est solution de 
( E ). Idem pour j 2 u + jv. 


6. On cherche ici a resoudre l’equation z 3 = z + 1 ■ L’ equation ( R ) est 
Z 2 — Z + 1/27 = 0, dont le discriminant est 23/27 . Ses racines sont done 

^(1 + 723/27) et i(l - 723/27). 


Prenons U — - (1 + y/ 23/27) . On peut alors choisir 
u = ^j l -{\ + 723727) 

et on a alors 

v = —p/(3u) = 1/(3 u). 


Ceci est difficile a calculer, mais v verifie une autre relation simple : 

v 3 = v = l -a - j23/ri). 


Ainsi, d’apres le cours sur les racines /7-iemes, v est de la forme j k w, avec 
k e {0,1,2} et w une racine cubique de V. 

On peut choisir 

w = y[23/fl). 


D’autre part, v est reel, car v = —1/(3 u) avec u reel : on a done k = 0 et v = w, 
ce qui fournit une solution reelle de ( E) : 
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^(1 + ^ 23727 ) + ^ 1 - ^ 23727 ). 


L’ etude de la fonction i k - i - 1 montre qu'il n’y en a pas d’ autre. 
En effet, soit la fonction / definie sur M par 

fix) = x 3 — x — 1. 


/ est derivable et, pour tout reel x 


f(x) = 3jc 2 — 1=3 lx 


- ) = 3 x d — = A = 


73 


73 


Ainsi, f est strictement positive sur ] — oc; — -^[ et]-^; +oo[ et strictement 


-s/3 ’ 


negative sur] - ^=[. 

II reste a determiner les valeurs de / en ± et, plus precisement, leur signe, afm 
de savoir combien de fois/ s’annule sur M. 

En reduisant les fractions au meme denominateur on obtient 


1 


73 




1 


/ --= = --= +-=-1 = 


73 / 73 


-1 + 3-373 

3\/3 


< 0. 


et 


! \ _ / ! \ 3 1 1 -3-373 


73 


73/ 73 


373 


< 0. 


Nous pouvons dresser le tableau de variations de / : 


X 

-7? 75 +0 ° 

fix) 

+ 0 - 0 + 

fix) 

7 \ 7 

oo ^ 

3v/3 


Les valeurs prises en ± etant strictement negatives, nous en deduisons que / 
s’annule une unique fois sur M. Autrement dit, il existe un unique reel x verifiant 
x 3 = x + 1 (et le tableau permet egalement d’affirmer que, de plus, x > 1/73). 
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II est en fait inutile de calculer f( A=) : / etant strictement decroissante sur 

v3 

[— -2=; -2=], on a sans calcul l’inegalite 


</ 


1 

7 ! 


< o. 


7. Ici, ( R ) est Z 2 + Z + 1 = 0 dont les racines sont j et j 2 . 
Prenons U = j. Alors on peut prendre 

u = e 2l7T ^ et v = — p/(3u ) = 1 /u = e~ 2,7T ^ 


ce qui donne 


u + v = 2cos(27r/9). 

D’autre part, ju = g 8 ' 71 "/ 9 et / 2 v = e~ 8l7T ^ 9 , ce qui fournit une autre solution : 
ju + j 2 v = 2cos(87t/9) = — 2cos(7r/9). 

Enfin, avec j 2 u = g 14(7r / 9 et jv = e ~ 14,7r / 9 il vient 

j 2 u + jv = 2cos(147t/9) = — 2cos(5-7t/9). 


47 




© Dunod. La photocopie non autorisee est un delit. 


Equations 

differentielles 



EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES DU PREMIER ORDRE 

La methode pour resoudre completement une equation differentielle lineaire du pre- 
mier ordre est toujours la meme. 

• Dans un premier temps, on resout l’equation homogene associee, c’est-a-dire 
1’ equation dont le premier membre est identique et le second membre est egal a 0. 
Cette premiere partie peut etre traitee directement a l’aide des theoremes du 
cours : si l’equation homogene est de la forme 

y — a(x)y = 0, 

l’ensemble de ses solutions est l’ensemble des fonctions de la forme x i-> Ce A - x) , 
ou la fonction A est une primitive de a et C est une constante. 

• Dans un second temps, on cherche une solution particuliere de l’equation avec 
second membre. 

Une faqon de resoudre ce probleme consiste a utiliser la methode dite de variation 
de la constante : on cherche des solutions sous la forme 

x / (x)e A{x) , 

oil / designe une fonction inconnue (c’est la constante qui varie). En reinjectant 
cette solution dans l’equation, on obtient / ', d’ou/par un calcul de primitive. 

• A la fin de ces deux etapes, on connait toutes les solutions de l’equation differen- 
tielle : ce sont exactement les fonctions qui peuvent s’ecrire comme somme de la 
solution particuliere et d’une solution de l’equation homogene. 


Exercice 3.1 : Equation du premier ordre et variation de la constante 


Determiner 1’ ensemble des solutions a valeurs reelles de 1’ equation differentielle 
(1 + x 2 ) / — 2x y = 1 + x 2 . 
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Cette equation n’est pas tout a fait de la forme du cours : il y a une fonction en fac- 
teur du terme y' . On se ramene a une equation de la forme souhaitee en divisant par 
1 + x 2 apres avoir bien sur verifie que cette division etait licite. 

• Interessons-nous, tout d’abord, a P equation homogene associee : 

(1 + x 2 ) y' — 2x y = 0. 

Puisque la fonction xi-> 1 + x 2 ne s’annule pas sur M, cette derniere equation se 
ramene a 


2x 


y - 


1 + x- 


y = 0. 


Nous connaissons toutes les solutions d’une telle equation differentielle : ce sont les 
fonctions de la forme 


xeK^C e F(x) 

ou C designe un nombre reel et F une primitive de la fonction 
/:x El i — > 2x / ( 1 + x 2 ). 

II nous reste a trouver une primitive de la fonction /. 

Cette derniere s’ecrit sous la forme u' /u et admet done une primitive de la forme 
In o \u \ . 

Aussi pouvons-nous choisir pour F la fonction 

x eKn ln(l + x 2 ). 

1 + x 2 on obtient pour l’ensemble des solutions de l’equation 

{x£IkC(1+x 2 )| Cel}. 

• Exhibons, a present, une solution particuliere de l’equation differentielle avec 
second membre. 

Nous la chercherons en utilisant la methode de la variation de la constante, done 
sous la forme 


Comme e ln ( 1 + x ‘l = 
homogene : 


g : x e 1 1 — > h(x){ 1 + x 2 ) 
oil h est une fonction derivable inconnue. 
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La fonction g est solution de l’equation si, et seulement si, on a, quel que soit 
ieI: 


(1 + x 1 2 )g'(x) - 2 xg(x) = 1 + x 2 


soit 


(1 + x 2 )(h\x)(l + x 2 ) + 2x h(x)) — 2x h(x)( 1 + x 2 ) = 1 + x 2 

ou encore, les termes en h(x) se simplifiant (ce qui est toujours le cas en appliquant 
cette methode) : 


h'{x) 


1 

1 + x 2 


La fonction h = Arctan verifie cette derniere egalite. 
On en deduit que la fonction 

ieMh Arctan(x)(l + x 2 ) 


est une solution particuliere de l’equation differentielle avec second membre. 

• Toutes les solutions s’obtiennent a partir de cette derniere en ajoutant une solution 
de l’equation differentielle homogene associee. Finalement, l’ensemble des solu- 
tions de l’equation est 

{xeIi-> (Arctan (x) + C) (1 + x 2 ) | C G 1R.} . 


Exercice 3.2 : Equation fonctionnelle de I'exponentielle 


Soit / une application derivable de K dans lui-meme, non nulle, telle que, pour 
tous reels x et y,f(x + y) = f (x )/(>■). 

1. Fixons un reel u et soit g :x h- f(x + u) . Calculer de deux fa 5 ons differentes 

g'(0). 

2. En deduire qu’il existe un reel a tel que la fonction/ verifie/' = af. 

3. Montrer qu’on a alors : pour tout reel x,/(x) = e ax . 

1. u est ici un reel fixe, autrement dit une constante ; f(u) est done egalement une 
constante. C’est ainsi que la derivee de la fonction x /(x)/(m) est 

Pour ne pas commettre d’erreur grossiere, comme par exemple ecrire 
f(x)f(u) + /(x)/'(w) 
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dans l’expression de la derivee, il faut done imperativement se poser la question de 
savoir qui est la variable et qui est une constante. 


10 


On a d'une part, pour tout reel x, g'(x) = f(x + u) , soit g'(0) = /'(«). 

D'autre part, comme g{x) = f(x)f(u ) pour tout reel x, on a egalement la 
relation g'(x) = f(x)f(u), d'ou ^'(0) = /'(0)/(m). 


2. Les relations precedentes etant vraies pour tout u et tout x, on peut choisir une 
valeur particuliere pour l’un d’eux afin d’obtenir la relation demandee. 



La question precedente montre que, pour tout reel u,f'(u) = /'(0)/(m). 
En posant a = /'( 0) on a done montre que/' = af. 


3. II existe done un reel A tel que, pour tout reel x,f(x) = \e ax . II reste a determi- 
ner A. Pour cela, il suffit de calculer/(0), ce que l’on peut faire en utilisant l’equa- 
tion fonctionnelle verifiee pai' /. Autrement dit, nous allons determiner une condi- 
tion initiale : connaitre la valeur en un point d’une solution d’une equation diffe- 
rentielle lineaire du premier ordre permet de determiner entierement cette solution. 

D'apres le cours il existe un reel A tel que : 

pour tout x e M, f(x) = Xe ax . 

D'une part, on a/(0) = A. 

D'autre part, /(0) = /(0 + 0) = /(0) 2 , done /( 0) = 0 ou l, i.e. 
A e {0,1}. 

Si A etait nul, /serait identiquement nulle, ce qui est exclu par hypothese. 
On a done A = 1 d'ou : 

pour tout reel x, f (x) = e ax . 


IP 


EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES DU SECOND ORDRE A 
COEFFICIENTS CONSTANTS 

La methode pour resoudre une equation differentielle lineaire du second ordre a 
coefficients constants est systematique. 

• Dans un premier temps, on resout 1’ equation homogene associee. Cette premiere 
partie peut etre traitee directement a l’aide des theoremes du cours en utilisant 
1’ equation caracteristique. 

• Dans un second temps, on cherche une solution particuliere de 1’ equation avec 
second membre. 
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Dans certains cas simples, nous savons sous quelle forme chercher les solutions. Par 
exemple, lorsque le second membre s’ecrit sous la forme P(x)e ax , oil P est un poly- 
nome et a un nombre complexe, on cherche une solution sous la forme Q(x)e ax , 
oil Q est un polynome. Lorsque a n’est pas racine de l’equation caracteristique, on 
peut chercher Q de meme degre que P ; si a en est racine simple, augmenter le 
degre de 1 et, s’il est racine double, l’augmenter de 2. 

• A la fin de ces deux etapes, on connait toutes les solutions de f equation differen- 
tielle : ce sont exactement les fonctions qui peuvent s’ecrire comme somme de la 
solution particuliere et d’une solution de l’equation homogene. 


Exercice 3.3 : Equation du second ordre : second membre exponentiel ^ 


Determiner l’ensemble des solutions a valeurs reelles de l’equation differentielle 
y" — 3y' + 2y = (6x - 5)e~* . 

• Cherchons, tout d’abord, les solutions de l’equation homogene associee 

y" - 3/ + 2y = 0. 

L’equation caracteristique de cette equation est r 2 — 3r + 2 = 0, dont les racines 
sont 1 et 2. 

On en deduit que l’ensemble des solutions de l’equation homogene est 
j.i e K k Ae x + Be 1 * \ A,B e R}. 

• Determinons, a present, une solution particuliere de l’equation avec second 
membre. 

Nous savons que lorsque le second membre de l’equation est de la forme P(x)e ax , 
oil P est un polynome et a un nombre complexe different des racines du polynome 
caracteristique, on peut trouver une solution de la forme Q(x)e ax , oil Q est un poly- 
nome de meme degre que P. 

Par consequent, nous allons chercher une solution sous la forme 
/ : x e R i-> (ax + b)e~* , 

avec (a,b) e R 2 . 

Un simple calcul rnontre que, quel que soit x e R, on a pour tout reel v : 

= (—ax + a — b)e~* 

= (ax + b — 2 a)e~* 


fix) 

fix) 
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et done 

f"(x ) — 3 f'(x) + 2 f{x) — (6 ax — 5a + 6 b)e~ x . 

Par consequent, la fonction/est solution si, et seulement si, on a 
6 ax — 5a + 6b = 6x — 5. 

Cette derniere egalite est verifiee lorsque a = 1 et b = 0. 

On en deduit que la fonction 

X G R I — > X€ 

est une solution particuliere de 1’ equation avec second membre. 

• Finalement, l’ensemble des solutions a valeurs reelles de l’equation est 
ji £ K i — > xe ' + Ae x + Be~ x \ A,B G M}. 


Exerdce 3.4 : Equation du second ordre : second membre trigonometrique 


Determiner l’ensemble des solutions a valeurs reelles de l’equation differentielle 
y" — 4 y' + 13y = (12x + 8)cos(x) + (4x + 2)sin(x). 

Dans cet exercice nous verrons les deux manieres d’aborder les equations differen- 
tielles du second ordre : soit en effectuant les calculs dans C pour revenir aux reels 
a la fin, soit en calculant directement dans R. 

L’approche avec les complexes peut paraitre moins naturelle mais elle est beaucoup 
plus souple au niveau des calculs ; elle sera tres souvent utilisee en Physique. 

• Cherchons, tout d’abord, les solutions de 1’ equation homogene associee 

y" - Ay' + 13y = 0. 


Son equation caracteristique est r 2 — 4r + 13 = 0, dont les racines complexes sont 
2 + 3/ et 2 — 3 i. 

On en deduit, d’apres les formules du cours, que 1’ ensemble des solutions a valeurs 
complexes de l’equation homogene est 

jxelK A e (2+3i)x 4- Be (2 ~ 3i)x | (A,B) e C 2 }, 


ou encore que l’ensemble de ses solutions a valeurs reelles est 

jxeli-> Ce 2x cos(3x) + De 2x sin(3x) | (C,D) G R 2 }. 
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• Determinons, a present, une solution particuliere de l’equation avec second 
membre. 

Deux methodes s’offrent a nous. La premiere consiste a chercher une solution sous 
la forme 

/:ieIh (ax + b)cos(x) + ( cx + d)sin(x), 

avec (a,b,c,d) £ M 4 . On a alors : 

f'(x ) = (cx + a + d) cos(x) + (—ax + c — b) sin(x) 

f"(x) = (—ax + 2 c — b) cos(x) — (cx + 2 a + d) sin(x) 

et done 

f"(x) - 4 f(x) + 13 f(x) = ((12 a - 4 c)x - 4a + 12 b + 2c- 4 d) cos(x) 

+((12c + 4 a)x — 2a + 4b — 4c + 12d)sin(x). 

Par consequent, la fonction / est solution si, et seulement si, on a 

12a - 4c - 12 
12c + 4a = 4 
—4a + 12 b + 2c — 4d = 8 
—2a + 4Z? — 4c + 12 d = 2 

Ces egalites sont verifiees lorsque a = l,Z?=l,c = 0etd = 0. 

On en deduit que la fonction 

x e R i-> (x + 1) cos(x) 

est une solution particuliere de 1’ equation avec second membre. 

• La seconde methode consiste a considerer la fonction 

s : x € R i-> (12x + 8) cos(x) + (4x + 2) sin(x) 
comme la partie reelle de la fonction 

S :x eln- ((12 - 4i)x + (8 - 2 i))e ix . 

Nous allons chercher une solution particuliere de l’equation avec S au second 
membre et en deduirons une solution particuliere de l’equation de depart en prenant 
sa partie reelle. 

Considerons done une fonction de la forme 

g : x € R i-> (ax + (3)e lx , 

avec a,f3 e C. 
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Cette fonction est de classe C 00 sur M et un simple calcul montre que, quel que soit 
x e R , on a 

g'(x) = (iax + (a + if3))e lx 

g"(x) = (—ax + 2 ia — /3)e lx 

et done 

g"(x) — 4 g'(x) + 13g(x) = ((12a — 4/a)x + 12/3 — 4a + /(2a — 4 f3))e lx . 

Par consequent, la fonction g est solution de l’equation avec second membre S si, 
et seulement si, on a 

12a — 4/ a = 12 — 4/ 

12/3 - 4a + /(2a -4/3) = 8-2/ 

Ces egalites sont verifiees lorsque a = 1 et (3=1. 

On en deduit que la fonction 

i£|h(i + i)e lx 

est une solution particuliere de l’equation avec second membre S et done que la 
fonction 

x e R i-> (x + 1) cos(x) 

est une solution particuliere de 1’ equation de depart. 

• Finalement, l’ensemble des solutions a valeurs reelles de l’equation est 

{x e M i-> (x + 1) cos(x) + Ce 2x cos(3x) + De 2x sin(3x) | (C,D) e M 2 }. 


Exercice 3.5 : Equation du second ordre : racine double 


Determiner l’ensemble des solutions a valeurs reelles de l’equation differentielle 

y"-4y' + 4y = 2e 2x . 

• L’equation caracteristique est r 2 — 4r + 4 = 0 qui possede la racine double 2. 
L’ensemble des solutions a valeurs reelles de l’equation homogene est done 

jx eli-> (Ax + B)e lx \ A,B e M}, 
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Cherchons une solution particuliere de l’equation avec second membre. Le second 
membre est 2e x = P(x)e x avec P le polynome constant (i.e. de degre 0) valant 2. 
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Le coefficient de x dans l’exponentielle est 2 et est done racine double de l’equa- 
tion caracteristique. Ainsi, on cherche une solution particuliere sous la forme 
g :.t h- Q(x)e 2x avec Q de degre 2 de plus que celui de P, i.e. Q(x) = 
ax 2 + b x + c . 

Des calculs simples montrent que, pour tout reel x : 

g'(x) = (2a x 2 + (la + 2b) x + (b + 2c))e 2x 
. g"(x) = (4 a x 2 + (8u + 4b) x + (2a + 4 b + 4 c))e 2x . 

On obtient alors, en reportant dans l’equation complete et apres simplification des 
termes en x et x 2 : 2 ae 2x = 2e lx , d’ou a = I ; aucune condition n’etant imposee 
sur b et c on peut les choisir nuls, ce qui donne la solution particuliere x i-> x 2 e 2x . 

• Ainsi, l’ensemble des solutions a valeurs reelles de l’equation est 

{xeRh (x 2 + Ax + B)e lx \ A,B e R}. 



Si on n’avait pas pris garde au fait que 2 est racine double de l’equation caracte- 
ristique et qu’on avait done cherche une solution particuliere avec Q de degre 0 
(i.e. constant) on aurait aboutit a 0 = 0... D’autre part, on voit que le choix de b 
et c est sans importance : on peut toujours les inclure dans les constantes A et B 
qui apparaissent dans l’expression des solutions de l’equation complete. 
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Exercice 4.1 : Geometrie du triangle 


Dans le plan on considere un triangle ABC de cotes a = BC, b = AC, c = AB . 
On note A (resp. B, C) I’angle non oriente au sommet A (resp. B, C). Soit S 

a b c 

l’aire de ABC. Enfin, on pose p = (demi-perimetre de ABC). 

1. Soit R le rayon du cercle circonsrit a ABC. Montrer que 4 RS = abc. 

2. Soit r le rayon du cercle inscrit dans ABC. En considerant les aires des tri- 
angles I AB, I BC et ICA, montrer que 2 S = r(a + b + c). 

abc 

3. Montrer que 2 Rr = . 

a + b + c 


1. Une seule formule usuelle de geometrie fait intervenir R : c’est a = 2Rs\r\(A). 
II faudra done probablement s’en servir, mais cela introduira un sinus dans les 
calculs. 

Ainsi, nous chercherons a relier sin(A) et S afin de faire apparaitre S dans le resul- 
tat tout en eliminant sin(A) . 

La hauteur issue de B a pour longueur csin(A) (par definition du sinus). 
On a done 


1 

S = -be sin(A). 
2 

De plus, d'apres le cours : 

a = 2R sin(A). 
De ces deux relations on tire : 

4 RS = abc. 


59 


Partie 1 • Premiere periode 


2. Les hauteurs des petits triangles I AB, I BC et 1C A sont des rayons du cercle ins- 
crit et ont done pour longueur r. Quand aux bases de ces triangles, ce ne sont autres 
que les cotes du grand triangle ABC. On peut alors calculer les aires de tous ces 
triangles. 


W 


La hauteur issue de / du triangle IAB a pour longueur r (car (AB) est tan- 
gente au cercle inscrit) et le cote oppose est c ; son aire est done rc/2. 

De meme, I'aire de I BC est ra/2 et celle de ICA est rb/2. 

Or I'aire du triangle ABC est la somme des aires de ces trois triangles : on 
a done 


S = r (a + b + c) /2 

soit encore 


2S = r (a + b + c). 


Graphiquement, avec les bissectrices en pointilles : 

A 



3. Vous avez etabli deux formules contenant S, l’une contenant R et l’autre r ; on 
vous demande une formule contenant R et r mais pas S . II faut done eliminer S 
entre les deux relations. 

On elimine S entre les deux relations precedentes : comme 
4 RS = abc et S = r(a + b + c)/2 


W 
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on a, en remplagant dans la premiere relation S par la valeur donnee dans 
la seconde : 
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4 Rr(a + b + c)/2 = abc 


soit 


2 Rr = 


abc 

a + b + c 



Raisonnons un instant en termes physiques : les lettres a, b, c, R et r designent 
des longueurs et S une aire. On constate que toutes les formules ci-dessus sont 
bien homogenes ! 

Mieux encore : les lettres a, b et c jouent des roles identiques dans le probleme 
car les permuter revient a changer les noms des cotes mais ne modifie pas R. r ni 
S ; on constate que les formules obtenues sont bien, elles aussi, invariantes par 
permutation de a, b et c. 


Exercice 4.2 : Formule de Heron 


On garde les notations de l’exercice precedent. 

1. Montrer que 4 S 2 = b 2 c 2 ( 1 — cos 2 (A)). 

2. Exprimer 16S 2 en fonction de a , b et c (sans fonction trigonometrique). 

3. En reconnaissant des identites remarquables, montrer que 

5 2 = p(p — a){p — b)(p — c ) (formule de Heron). 

1. Dans l’exercice 4.1 nous avions un resultat presque identique : il y avait un sinus 
mais pas de carres... Nous allons done reprendre la formule reliant S, b, c et sin(A) 
et l’elever au carre. 

On reprend I'expression de S donnee ci-dessus : 

1 

S = -be sin(A) 

d'ou 

4S 2 = Z? 2 c 2 sin 2 (A) 

= b 2 c 2 (l — cos 2 (A)). 




2. Une formule permet de faire disparaitre le cosinus pour n’ avoir plus que les lon- 
gueurs des cotes : e’est la formule d’Al-Kashi. 
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On rappelle la formule d'Al-Kashi : 

a 2 = b 2 + c 2 — 2 be cos(A). 


On en deduit : 

16S 2 = Ab 2 c 2 — 4Z? 2 c 2 cos 2 (A) 

= 4 b 2 c 2 — ( a 2 — ( b 2 + c 2 )) 2 . 


3. Les identites remarquables a reconnaitre sont visiblement des differences de car- 
res ; de plus, on voit qu’il y a des termes croises (i.e. faisant intervenir un produit 
de deux parametres), les formules de developpement de carres de sommes ou de dif- 
ferences pouiTont done egalement intervenir. 


W\ 


On reconnait une difference de carres : 

4 b 2 c 2 — ( a 2 — ( b 2 + c 2 )) 2 = (2 be + ( a 2 — ( b 2 + c 2 ))) 

x (2 be — ( a 2 — ( b 2 + c 2 ))) 
= (a 2 — b 2 + 2 be — c 2 ) 
x (—a 2 + b 2 + 2 be + c 2 ). 

Chaque terme est lui-meme un developpement de carre : 

( b — c ) 2 = b 2 — 2 be + c 2 

et 

( b + c) 2 = b 2 + 2 be + c 2 . 

On a done 

165 2 = ( a 2 - {b - c) 2 )(—a 2 + (b + cf ). 

On reconnait enfin dans chaque facteur une difference de carres 
(i a 2 — (b — c ) 2 ) = (a — (Jo — c))(a + (b — c )) 

(- a 2 + (b + c) 2 ) = ((b + c) + a)((b + c) - a) 

soit : 

16S 2 = (a — b + c){a + b — c){ci + b + c )(— a + b + c). 
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Or 


—a + b + c 
a — b + c 
a + b — c 
a + b + c 


2(p — a) 
2(p - b) 
2 (p - c ) 
2 p 


d'ou, en reorganisant les termes : 


16S 2 = 16 p(p — a)(p — b)(p — c ). 



Encore une fois la formule est homogene, chaque membre ayant la dimension 
d’une longueur a la puissance quatre. 


Exercice 4.3 : Droite d'Euler 


Soit ABC un triangle non aplati, O le centre de son cercle circonscrit, H son 
orthocentre et G son isobarycentre. Le but de cet exercice est de montrer que O, 
G et H sont alignes. Quand ces trois points ne sont pas confondus (i.e. quand le 
triangle n’est pas equilateral) la droite qui les porte s’appelle la droite d’Euler du 
triangle ABC. 

On rappelle que, si it et it sont deux vecteurs non colineaires du plan, et qu’un 
vecteur w verifie w ■ u = w ■ v — 0, alors w = 0. 


1. Que valent BH ■ AC, CH ■ AB et AH ■ BC ? 

2. Montrer que AG = - (AB + AC) . 

3. Quelle est la nature du triangle O AB ? En deduire la valeur de (OA + OB) - AB, 
puis celle de OA ■ AB. 

4. A l’aide des questions precedentes, calculer les produits scalaires de 
(OH — 3 OG) avec AB puis avec AC. 

5. Montrer que O, G et H sont alignes et preciser leurs positions relatives. 


Une figure complete se trouve a la fin de la correction. Vous pouvez bien sur vous 
y referer pour mieux visualiser 1’ exercice et le resoudre mais la meilleure chose a 
faire est bien sur de realiser vous-meme cette figure. 
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Faire une bonne figure est toujours interessant en geometrie ; cependant, il faut bien 
prendre garde a ne pas faire de figure trop particuliere. 

Plus precisement, aucune hypothese n’est faite sur le triangle : il n’est suppose ni 
rectangle, ni isocele (ni, a fortiori, equilateral). Il faudra done faire une figure avec 
un triangle le plus queleonque possible afm de ne pas etre abuse par des proprie- 
tes specifiques de ces triangles remarquables. 

Un dernier conseil : dessinez un triangle acutangle, i.e. sans angle obtus : ainsi vous 
serez certain que l’orthocentre est a l’interieur du triangle. Quand un angle est obtus 
l’orthocentre est en dehors, ce qui n’est pas un probleme en soi, mais il peut se trou- 
ver tellement loin qu’il sort de la feuille ! 


1. Par definition, une hauteur issue d’un sommet est orthogonale au cote oppose. 


w 


B et H sont sur la hauteur de ABC issue de B, done BH est orthogonal 

a AC. Idem en echangeant les roles de A, B et C : les trois produits sca- 
laires donnes sont done nuls. 


2. La definition du barycentre fait intervenir les vecteurs GA , GB et GC ; pour eli- 
miner les deux demiers, on peut utiliser la relation de Chasles en introduisant le 
point A. 




Par definition. 


GA + GB + GC = 5. 


En introduisant le point A la relation de Chasles donne 
3GA + AB + AC = 0 


soit 


AG = -( AB + AC ). 


3. Rappelons que, par definition, O est equidistant de A, B et C. 

y—\ O est le centre du cercle circonscrit a ABC done OA = OB — OC : le tri- 
angle OAB est done isocele en O. 

Le vecteur OA + OB dirige la mediane de OAB issue de O ; or cette 
mediane est une mediatrice, puisque le triangle est isocele en O, done 
orthogonale a (AB). 
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Ain si, 

(OA + ~OB) AB =0. 
Avec (Tb = OA + AB on en deduit : 


OA ■ AB = 


AB 2 


4 . Les questions precedentes font intervenir un certain nombre de vecteurs qui ne 
sont pas ceux qui apparaissent ici : la relation de Chasles s’ impose. 

On a, en introduisant le point C : 


1 * 


OH-AB = OC ■ AB + CH • AB 
= OC AB. 


D'autre part, en introduisant A : 


OG AB = OA - AB + AG ■ AB 
1 


= OA- AB + -{AB + AC) ■ AB 


On en deduit 


(i OH - 3 OG) ■ AB = {OC - 30 A - AB - AC) ■ AB 
= {-20A - AB) ■ AB 

et enfin : 

{OH - 3 OG) ■ AB = -2 OA ■ AB - AB 2 - 0 


OA- AB = 


AB 2 


On montre de meme que {OH — 3 OG) ■ AC = 0. 


5. Comme souvent pour la derniere question tout a ete fait avant 
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D'apres le rappel de I'enonce applique a : 

u = AB 

■ v = AC 

w = OH - 3 OG 

il vient 


OH = 3 OG. 

Les points O, G et H sont done alignes. 


On a meme plus : G est entre O et H et la longueur OG est le tiers de la 
longueur OH. 


Voici la figure, les milieux des cotes etant designes par A', B' et C et les medianes 
tracees en pointilles : 


A 
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Exercice 4.4 : Cercle d'Euler 


Cet exercice utilise le resultat de l’exercice 4.3. On garde les memes notations. 
Soient A ' , B' et C' les milieux respectifs des cotes BC, CA et AB. 

Soit T le cercle circonscrit au triangle A' B'C' et 12 son centre. 

1. Montrer que l’isobarycentre de A' B'C' est G. 

2. Montrer que son orthocentre est O. 

3. En appliquant les resultats des questions concernant la droite d’Euler au 
triangle A' B'C' montrer que 12 est le milieu de [OH}. 

4. Soit Ha le pied de la hauteur de ABC issue de A. i.e. le point de (BC) par 
lequel passe cette hauteur. On definit de maniere analogue Hb et H ( \ 

En appliquant le theoreme de Thales au quadrilatere H\H O A' montrer que Ha 
est sur T . 

Soit Ka (resp. Kb, Kc) le milieu de [AH\ (resp. [BH], [CH\). Soit 12' le centre 
du cercle circonscrit au triangle KaKbKc, G' son isobarycentre et H' son ortho- 
centre. 

5. Montrer que H' = H . 

6. Montrer que HG' = -HG . 

7. En utilisant le resultat sur la droite d’Euler applique au triangle KaKbKc 
montrer que 12' = 12 . 

8. Montrer que QKa = —12 A'. 

9. Montrer que les neufs points A', B', C' , Ha, Hb, He, Ka, Kb et Kc sont 
cocycliques. 


1. La definition de G fait intervenir A. B et C ; il reste a utiliser la relation de 
Chasles pour eliminer ces trois points et les remplacer par A', B' et C'. 


U' 


On a successivement : 

0 = GA + GB + GC 

= ~GB' + ^C’ + ^}A' + Vl + C i B + Wc 
= GB' + GC' + GA' + \{CA + AB + BC) 

= GB' + GC' + GA ' 

ce qui montre que G est I'isobarycentre de A'B'C'. 


67 


Partie 1 • Premiere periode 


2. 0 est l’intersection des mediatrices de ABC et on souhaite montrer que c’est [’in- 
tersection des hauteurs de A'B'C' . 

Les points A' , B f et C etant les milieux des cotes de ABC ces triangles sont sem- 
blables : le theoreme de Thales est done bien adapte a la question. 




D'apres le theoreme de Thales, {B'C') est parallele a ( BC ). La mediatrice 
de ABC passant par A' est done orthogonale a {B'C'). De plus, elle passe 
par A', done e'est aussi la hauteur de A'B'C' issue de A'. Idem pour les 
autres mediatrices de ABC : ce sont les hauteurs de A'B'C' , ce qui montre 
que I'orthocentre de ce dernier est O. 


3. Tout est dans T intitule de la question ! 


U' 


On a done, d'apres la propriety de la droite d'Euler du triangle A’B'C' , 

£20 = 3 £2G. Or QG = ^W + OG etOG = -OH d'ou -2£20 = OH 

3 

ou encore 0L2 = -077 : £2 est done le milieu de [OH]. 

2 


4. L’enonce donne la methode : utiliser le theoreme de Thales. II faudra done utili- 
ser des proprietes de parallelisme ; on voit par exemple que les droites ( H A H ) et 
( OA '), dont il est question dans Tenoned, sont paralleles... 

c — II suffit de le faire pour H A , un raisonnement analogue donnant le resultat 

A' pour //« et H c . 

Soit 7 le milieu de [Ha A']. Consiserons le quadrilatere H a HOA'. Les cotes 
[ H a H ] et [OA'] sont tous deux orthogonaux au cote [H a A'] done sont 
paralleles. De plus, I etant le milieu de [H a A'] et £2 celui de [OH], la droi- 
te (£27) est parallele a (H A H) et {OA'), done orthogonale au cote 
[H a A']. Cette droite, qui est par definition la mediane de QH a A' issue de 
£2, en est done egalement une mediatrice. Le triangle QH a A' est done iso- 
cele en £2, done QH A = £2 A'. H A est done sur le cercle de centre £2 et de 
rayon £2A', i.e. H A e T. 


5. II suffit de montrer que K a KbKc a les memes hauteurs que ABC. 


w 


La hauteur de ABC issue de A passe par 77, done par K a . De plus, dans le 
triangle HBC, K B est le milieu de 777? et K c celui de HC ; d'apres le 
theoreme de Thales, {K B K C ) et {BC) sont paralleles. La hauteur de ABC 
issue de A etant orthogonale a {BC), elle I'est done aussi a {K B K C ). Ceci 
montre que cette hauteur de ABC est aussi la hauteur de K A K B K C issue 
de K a . II en va clairement de meme pour les autres hauteurs. On a done 
H' = 77. 
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6. Encore une fois, la relation de Chasles sera utile : nous avons des relations vec- 
torielles faisant intervenir les points dont il est question, la relation de Chasles per- 
mettra de faire apparaitre exactement les vecteurs demandes. 




On a, par definition, G' K A + G' Kb + G'Kc = 0 done, en introduisant H 
par la relation de Chasles, 3 G' H + HK A + HKb + HKc = 0. 

Or, par definition, on a HK A = -HA (et de meme pour B et C), soit 

encore HK A = ^HG + \gA. En remplagant dans la relation ci-dessus. 


compte tenu du fait que GA + GB + GC = 0, 

3 (KH + -HG = 0, on encore HG' = -HG. 

2 2 


on obtient : 


7. C’est une question tout a fait analogue a la question 3 : on utilise un resultat pre- 
cedent en l’appliquant a un autre triangle. Autant il est difficile d’y penser soi- 
meme, autant il n’y a aucun probleme a appliquer ce resultat quand Tenoned sug- 
gere de le faire. 


W\ 


La propriety de la droite d'Euler du triangle K A K B K C s'ecrit 

Q'H' = 3 Q.'G', soit encore ttH = 3 £2'G' = 30^ + 3 HG', ce qu'on 

peut ecrire —2QlH = -HG. 

2 

Or, d'apres la propriety de la droite d'Euler de ABC, 

0~H = 3 OG = 3 ~OH + 3 HG, d'ou -20H - 3 HG. S2 etant le milieu 

de [OH], on a OH = 2QH d'ou -4QH = 3HG. Comme 

-2 QfH = -Wg il vient QH = Gen , soit Q' = £2. 

2 


8. D’apres ce qui precede, le cercle circonscrit a K a KbKc a meme centre que T. 
Si Ton montre qu’ils ont meme rayon on aura done montre que K A , Kb et Kq sont 
sur T. C’est precisement le but de cette question dont la conclusion est, en norme : 
Q.K a = C2 A’. 




Dans le triangle HOA, K A est le milieu de [HA\ et C2 celui de [OH] done, 
d'apres le theoreme de Thales : 
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D'autre part, on a GA = —2 GA' . En introduisant par relation de Chasles O 
dans le membre de gauche et £2 dans celui de droite il vient 

GO + OA = -2GQ - 2QA'. 

Or on a £20 = 3£2G, d'ou I'on tire GO = 2£2 G et, en remplagant, il vient 
OA = — 2£2A' . On a done 


QK a = -£2 A' 


9 . Il n’y a pratiquement rien a dire : les questions precedentes affirment que tous ces 
points sont sur T . 




La question precedente montre que £2 K A = £2A', i.e. que le cercle circons- 
crit a K a K b K c et r ont meme rayon. K A , K B et K c sont done bien sur T. 
En fait, on a meme montre que K A et A’ sont des points de Y diametrale- 
ment opposes (idem avec B et C). 

Les neufs points en question sont tous sur le cercle r et sont done cocy- 
cliques. 



Le cercle l\ qui contient ces points, est le cercle des neufs points du triangle, aussi 
appele cercle d’Euler. Comme souvent, la paternite de sa decouverte n’est pas 
rigoureusement etablie et il est egalement appele cercle de Feuerbach ou de 
Steiner. 


A 
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Exercice 4.5 : Tetraedre regulier 


Soit ABC D un tetraedre regulier d’ arete a > 0. Soit G son isobarycentre et H 
celui du triangle ABC. 

1. Montrer que H, A et G sont alignes en precisant leurs positions relatives. 

2. Montrer que {HD) est orthogonale au plan {ABC). 

3. Exprimer HA, HB, HC, HD, GA, GB, GC et GD en fonction de a. 

4 . Calculer GA ■ GB ; en deduire une mesure de 1’ angle AGB en fonction d’arc- 
cosinus. 

5. Application numerique : exprimer cet angle en degres et minutes. Commenter. 


1. Les points H et G sont definis par des relations vectorielles. Nous allons done 
essayer d’obtenir une traduction vectorielle de l’alignement des points H,AetG en 
partant de la definition des barycentres et en se servant, comme toujours dans cette 
situation, de la relation de Chasles. 

Par definition des isobarycentres on a les deux egalites : 

GA + GB + GC + GD = 6 
ha + Wb + HC = 0. 

En introduisant H dans la premiere de ces relations il vient 
4 GH + HA + WB + HC + WD = 0 

ce qui, d'apres la seconde relation, se simpLifie en 4 GH + HD = 0, soit 

encore HD = 4 HG . Ainsi, les points H, G et D sont alignes dans cet 
ordre, la longueur HD etant quatre fois plus grande que HG. 





Encore une fois, comme dans l’exercice 4.3, on voit que les relations vectorielles, 
combinees a 1’ usage de la relation de Chasles, permettent non seulement de mon- 
trer que des points sont alignes mais aussi de determiner leurs positions relatives 
et les differents rapports de longueur. 


2. II suffit de montrer que HD est orthogonal a deux vecteurs non colineaires por- 

tes par le plan {ABC) , par exemple AB et AC . Pour calculer ces produits scalaires, 
nous verrons que la relation de Chasles est encore bien utile. 
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Calculons HD ■ AB : HD ■ AB = HA ■ AB + AD ■ AB . 

H etant I'isobarycentre du triangle equilateral ABC son projete orthogonal 

sur (AB) est le milieu de [AB], done AH ■ AB = a 2 /2, d'ou HA ■ AB 
= —a 2 / 2. 

D'autre part, le triangle ABD etant equilateral de cote a, AD ■ AB 

= a 2 1 2. 

On a done HD ■ AB = 0. 

On montre de meme que HD ■ AC = 0, ce qui montre que la droite (HD) 
est orthogonale au plan (ABC). 

3. Certaines longueurs ont deja ete calculees. Pour les autres, n’oublions pas qu’il y 
a beaucoup de triangles rectangles dans ce probleme : nous allons pouvoir utiliser 
le theoreme de Pythagore. 


IP 


• Calcul de HA, HB et HC : 

Soit I le milieu de [BC] : I B + Tc = 0. D'autre part, HA + HB + HC 
= 0 done, en introduisant I dans les deux derniers vecteurs par la relation 

de Chasles, HA + 2HI = 0, on encore 3HA + 2AI=0; on a done 
2 

HA = -AI. 

3 

Le triangle ABC etant equilateral le triangle ABI est rectangle en I. 
D'apres le theoreme de Pythagore on a done AB 2 = AI 2 + IB 2 d'ou : 

A/ 2 = AB 2 - IB 2 

= AB 2 — (BC /2) 2 
= 3a 2 /4 

et finalement AI = aj 3/2. On en deduit HA = aV 3/3. Un raisonnement 
analogue montre que HB = HC = HA. 

• Le triangle HAD est rectangle en H done AD 2 = AH 2 + HD 2 , soit 
HD 2 = a 2 — a 2 / 3 = 2a 2 / 3 et enfin HD = a^J 2/3. 

• Le triangle AGH est rectangle en H done AG 2 = AH 2 + GH 2 . Or 
AH=ap3/3 et GH = H D/4 = a^2j3/4 d'ou: GA=a^3jS. On 
montre de meme que GB et GC ont cette valeur. 

•HD = 4W3 done HG + GD = 4 HG , soit GD - 3 HG d'ou I'on tire 
GD — 3HG = 3HD/4. On en deduit GD — : 

G est done equidistant des quatre sommets du tetraedre. 
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4. Ici encore nous allons exploiter la regularite de la figure : il y a beaucoup de tri- 
angles rectangles mais aussi de triangles equilateraux... En ce sens cet exercice est 
done beaucoup plus simple que les exercices 4.1 et 4.2 qui traitaient de triangles 
quelconques. 


Ip 


GA ■ GB 


(GH + HA) ■ ( GH + HB ) 
GH 2 + HA ■ ~HB 


car (HB) et (HC) sont orthogonales a ( HG ). 

On a vu que 

GH = -j2/3 
soit 

GH 2 = a 1 ! 24. 

D'autre part, 

HA-Wb = HAx HB x cos (AHB) ; 

or cet angle est 27r/3, car H est 1'isobarycentre du triangle equilateral 
ABC, done d'apres les calculs de HA et HB faits plus haut : 


HA - HB = -a 1 / 6. 


On en deduit 


GA -GB = a 1 / 24 - a 1 / 6 = -a 2 /8. 


D'autre part 

GA-GB = GAxGB x cos (AGB) = 3« 2 cos(AGB)/8. 

On en deduit cos (AGB) — — 1/3 ; cet angle etant mesure entre 0 et n on 
en deduit 


AGB = Arccos(— 1/3). 



On aurait aussi pu appliquer la formule d’Al-Kashi dans le triangle AGB : 
ABr — AG 2 + BG 2 — 2 AG ■ BG cos (AGB) ce qui, d’apres les valeurs des lon- 
gueurs AG et BG calculees plus haut, donne bien cos (AGB) — — 1/3 ; en fait, le 
calcul que nous avons fait plus haut n’est rien d’autre qu’une demonstration de cette 
formule a l’aide du produit scalaire ! 

Cependant, la manipulation d’ expressions vectorielles est beaucoup plus souple et 
generale, e’est pourquoi nous l’avons preferee. 
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5. Numeriquement on trouve AGB = I09°28' a une minute d’ angle pres par defaut. 
On retrouve un resultat de la theorie VSEPR : il s’agit de 1’ angle entre les liaisons 
d’une molecule de type AX n E m pour n + m — 4. 



Attention aux applications numeriques concernant les angles : il ne faut pas 
melanger les radians et les degres et done verifier avant tout calcul le reglage de 
votre calculatrice. 


Exercice 4.6 : Plans dans I'espace 


Dans I’espace £ muni d’un repere orthonorme direct (0 ,i,j ,k) on considere deux 
plans : 

Pi, d’ equation cartesienne 3x — 2y + z = 1 ; 

P 2 , passant par le point A 2 de coordonnees (1,2,1) et de vecteur normal 
n 2 = i +2 j — 2k. 

1. Determiner un point A 1 de Pi et un vecteur normal n\ a ce plan. 

2. Determiner une equation cartesienne de P%. 

3. Determiner un point et un vecteur directeur de la droite D — P\ T\ Pi. 


1. On demande un point absolument quelconque de Pi : on peut le chercher par 
tatonnements. Quant au vecteur normal, d’apres le cours, ses coordonnees sont les 
coefficients des inconnues de l’equation. 

Soient (x\,y\,zi) les coordonnees du point Ai cherche : alors 3x\ — 2 y 1 + zi — 1. 
On peut chercher un tel point avec une ou plusieurs coordonnees nulles. Par 
exemple, on voit qu’on peut prendre x\ — yx = 0 et zi — 1 . 


ItP 


Le point Ai de coordonnees (0,0,1) est element de Pi. 

De plus, d'apres le cours, le vecteur n\ = 3i — 2/ + k est normal a Pi. 


2. Une equation cartesienne s’obtient en traduisant la definition du vecteur normal 
a l’aide d’un produit scalaire. 


W\ 


Un point M{x,y,z) est element de Po si, et seulement si, A 2 M ■ T12 = 0, 
i.e. : 

(x - 1) + 2 (y - 2) - 2(z — 1) = 0 

ou encore : 

x + 2y — 2z = 3 
qui est L'equation cherchee. 
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3. Un vecteur directeur de D est orthogonal aux vecteurs normaux a P\ et Pi done 
est colineaire a leur produit vectoriel. 


m 

n\ A «2 = 2/ + 1 j + 8 k. 

Ce vecteur n'etant pas nul, les plans Pi et Pi ne sont pas parallels et se 
coupent done selon une droite, ce qui justifie la question. 

De plus, tout vecteur normal a Pj ou a Pi est normal a D : un vecteur direc- 
teur de D est done colineaire au vecteur precedemment calcule ; en parti- 
cular, 2 i + 7/ + %k lui-meme dirige D. 

Encore une fois, on demande un point quelconque d’un ensemble donne : on peut 
done le chercher sous une forme simple et, si on trouve un point convenant, se 
contenter de la parachuter (la verification etant immediate). 

Si M(x,y,z ) appartient a D. il appaitient a P\ et Pi done 3x — 2y + z = 1 et 
x + 2y — 2z = 3 . 

Si on le cherche tel que x = 0, on a alors —2 y + z = 1 et 2y — 2z = 3 : en addi- 
tionnant il vient z = —4 puis y = —5/2. 

Si l’on avait aboutit a une contradiction, on aurait ainsi demontre qu’aucun point de 
premiere coordonnee non nulle n’etait dans D ; on aurait alors pu essayer v = 0 ou 
x = 1 . . . N’oublions pas que l’on ne cherche pas a determiner tous les points de D 
mais seulement l’un quelconque d’entre eux : tout est permis du moment que cela 
permet d’en trouver un ! 

Bien sur ce genre de recherche n’a sa place qu’au brouillon. 


IP 


Un point M(x,y,z ) appartient a D = Pi n P 2 si, et seulement si : 

3x — 2 y + z = 1 
x + 2y — 2z = 3 


On verifie aisement que le point de coordonnees (0,— 5/2,— 4) convient. 


Exercice 4.7 : Perpendiculaire commune 


Soit £ l’espace et (0 ,i,j,k) un repere orthonorme direct. 

Soit D\ la droite passant par le point A [ de coordonnees (1,2,0) et dirigee par le 
vecteur u \ = i + k. 

Soit Di la droite passant par le point Ai de coordonnees (3,2, — 1) et dirigee par 
le vecteur ui = i + j —k. 

Soit A la droite perpendiculaire commune a D\ et Di. 
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1 . Donner un point et un vecteur directeur de A. 

2 . Determiner une representation parametrique de A. 

3 . Donner un systeme d’equations cartesiennes de A. 

D’apres le cours, deux droites non paralleles de l’espace possedent une unique per- 
pendiculaire commune : nous commencerons done par verifier que D\ et D2 ne sont 
pas paralleles, meme si ce n’est pas explicitement demande par l’exercice. 

De plus, le cours va plus loin : non seulement il affirme l’existence de cette per- 
pendiculaire commune mais egalement qu’elle est dirigee par le produit vectoriel 
u\ A «2 ; la moitie de la premiere question est done resolue ! 


1 . Pour montrer que les droites ne sont pas paralleles il suffit de montrer que les vec- 
teurs u\ et 112 ne sont pas colineaires ; le meilleur moyen de le faire est de calculer 
leur produit vectoriel : non seulement sa nullite caracterise la colinearite des vec- 
teurs mais en plus ce vecteur dirige A : nous allons ainsi faire d’une pierre deux 
coups. 




Soit v = u\ A U2- Alors : v = — i + 2 j + k . 

v 0 done les droites D\ et Di ne sont pas paralleles : elles possedent 
done bien une unique perpendiculaire commune qui est, de plus, dirigee par 

v. 


Il faut desormais determiner un point de A. 

Pour cela, n’oublions pas que A coupe D\ et Dj '■ on cherchera done plutot direc- 
tement le point d’ intersection de A et D\. 

Si on le note B\, on sait qu’ alors A\B\ est colineaire a u\ ; ceci ne suffit pas a 
determiner le point B\ . 

De maniere analogue, en notant /f le point commun a A et Bj, on aura A2B2 coli- 
neaire a U2- 

Pour conclure, il ne restera plus qu’a ecrire que B\ Bi est colineaire a v. 

Soit B\ le point commun a D\ et A ; on note (x\,y\,z\) ses coordonnees. 
Alors le vecteur A\B\ est colineaire a u\ : il existe un reel A tel que 

A\B\ = Ai7j, i.e. (x\ — l)i + (yi —2 )j + z\k — A (/ +k), ce qui fournit 
le systeme 

x\ — 1 = A 

>’i - 2 = 0 

zi = A 

dont les inconnues sont A et les trois coordonnees de B\. 
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II y a quatre inconnues mais settlement trois equations : il ir est pas possible de 
resoudre ce systeme. 


De meme, soit B 2 le point d'intersection de D 2 et A et (x 2 ,y 2 ,z 2 ) ses coor- 
donnees. 

Le vecteur A 2 B 2 etant colineaire a u 2 il existe un reel \i tel que 
A 2 B 2 = fiu 2 soit : 

(x 2 - 3)/ + (}'2 - 2)j + (z 2 + l)k = nii + j -ic) 

d'ou I'on tire le systeme 

x 2 — 3 = n 
yi- 2 = n 

Z2 + 1 = -B 


On a B\B 2 = (x 2 — x \ )/ + (y 2 — y\)j + (z 2 — Z\)k . On peut desormais exprimer 
ce vecteur en fonction uniquement de A et puis ecrire qu’il est colineaire a v : 
ceci permettra de determiner A et //, puis les coordonnees des points B\ et B 2 . 


On a done 

B\ B 2 = (— A + b + 2 )i + Bj A ( — A — q — 1 )k. 

Ce vecteur etant colineaire a v = — i + 2j + k il existe un reel a tel que 
B i Bi = av, d'ou un dernier systeme : 

— A -)- b “b 2 = — a 
B = 2a 
—A — b ~ 1 = ol 

que I'on peut resoudre sans probleme : on obtient 

(a = -1/2 

A = 1/2 

l B = "I 

d'ou les coordonnees de B\ : (3/2,2, 1/2) et de B 2 : (2,1,0). 



Nous avons fait un peu mieux que ce qui etait demande : nous avons simultane- 
ment trouve deux points de A, bien qu’un seul aurait suffit. 
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2. La representation parametrique n’est qu'une reecriture de la description par vec- 
teur directeur : plus precisement, on traduit la colinearite. 




Un point M(x,y,z ) de I'espace appartient a A si, et seulement si, le vec- 
teur BiM est colineaire a v, condition qui peut s'ecrire : il existe un reel 7 
tel que B 2 M — jv. 

En ecrivant les coordonnees on obtient la representation parametrique cher- 
chee : 


\x = 2-7 
| y = 1 + 27 , 7 e R 

l z = 7 


3. On cherche deux plans dont 1’ intersection est egale a A. 

II est aise de voir quels plans on va prendre : P\ le plan contenant D\ et A et P 2 
celui contenant D 2 et A. 

En effet, D\ et A etant secantes mais non confondues il existe bien un unique plan 
les contenant toutes les deux ; 1’ existence de P 2 se demontre de meme. 

De plus, par definition, A est contenue dans Pi Pi P 2 . 

Enfin, les trois droites D\, D 2 et A n’etant pas coplanaires. Pi n’est pas parallele a 
P 2 ; ainsi, leur intersection est bien reduite a la droite A. 

Afin de determiner des equations cartesiennes de ces plans, il suffira de trouver un 
point et un vecteur normal pour chacun. 

Commenqons par determiner un point et un vecteur normal a chacun de ces plans. 


IP 


• Les droites A et D\ etant secantes mais non confondues, il existe un 
unique plan Pi qui les contient toutes les deux. 

De plus. Pi e Pi car, par definition. Pi est element a la fois de A et D\. 
Enfin, un vecteur normal a P\ est en particulier normal a A et D|, done 
orthogonal a v et ii\, done colineaire a Da u\. 

Or 


v A u\ — 2i + 2j — 2k. 


Le vecteur u 2 est non nul et colineaire au vecteur precedent done est nor- 
mal a Pi. 

• De meme les droites A et D 2 sont secantes mais non confondues done il 
existe un unique plan P 2 qui les contient toutes les deux. 

De plus, par definition, P 2 e P 2 . 
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Soit n 2 un vecteur normal a P 2 : il est egalement normal a A et D 2 done 
orthogonal a v et u 2 , i.e. colineaire a v A u 2 . 

Or 

v A u 2 = —3(7 + k). 

On a done u\ normal a P 2 . 

Pour determiner des equations cartesiennes de ces plans, n’oublions pas qu'ils sont 
definis a l’aide de vecteurs normaux : l’outil adapte est done le produit scalaire. 




II est facile de verifier ce resultat : les coordonnees de Ii\ verifient bien ce syste- 
me, celles de lh egalement. 
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Nombres reels. 
Suites 




Soient x e R et n e N* . 

1 . Montrer que 0 < E(nx ) — nE(x ) < n — 1 . 

2. En deduire E(E(nx)/n) = E(x). 

Etant donne un reel a, la partie entiere de a est par definition 1’ unique entier rela- 
tif E{a) verifiant E(a) < a < E(ci) + 1 . 

Aucune propriete de la partie entiere n’est au programme : tout exercice la faisant 
intervenir se ramene done a des manipulations de cet encadrement qui la definit. 

1. Ici interviennent deux parties entieres : celle de x et celle de nx. Par definition : 

E(x) < x < E(x) + 1 et E(nx ) < nx < E(nx) + 1. 

Afm de faire intervenir nE(x) multiplions le premier encadrement par n. Comme 
77 > 0, cette multiplication conserve les inegalites strictes d’ou : 


Ne pas soustraire des inegalites ! En effet, l’introduction d’un signe « - » renverse 


Pour ne pas commettre d’erreur, il faut prendre le temps d’une etape intermediaire 
ou Ton passe a l’oppose dans un encadrement avant d’additionner. 


nE{x) ^ nx < nE(x) + n . 


On en deduit l’encadrement oppose : 


—nE{x) —n< —nx ^ —nE(x). 



le sens des inegalites. 




Par definition de la partie entiere : 

(1) E(x) < x < E(x) + 1 et (2) E(nx) ^ nx < E(nx) + 1 
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d'ou I'on tire 

(3) x — 1 < E(x ) < x et (4) nx — 1 < E(nx ) < nx. 

En multipliant I'encadrement (3) par —n qui est strictement negatif on 
obtient : 


(5) — nx < —nE(x) < n — nx. 

Enfin, en additionnant les encadrements (4) et (5), il vient : 

(6) — 1 < E(nx) —nE(x) < n. 


Pour conclure, nous pouvons utiliser un argument specifique aux inegalites entre 
entiers : si a et b sont deux entiers tels que a < b, alors a ^ b — 1 . 


Ip 


Tous les termes de I'encadrement (6) etant entiers (car n I'est) on peut le 
reecrire : 


(7) 0 < E(nx) — nE(x) < n — 1. 

On a utilise le fait que n est entier pour transformer les inegalites strides en les 
inegalites larges demandees. 

D’ autre part, on a utilise le fait que n est strictement positif au debut en multipliant 
I’encadrement definissant E (x ) par n sans changer le sens des inegalites. 

Ainsi, on a bien utilise completement l’hypothese n e N*. 

2. Soient y = E(nx)/n et p = E(y). Par definition, p est l’unique entier verifiant 
p < y < p + 1. Or E(x) est un entier : pour montrer que E(x) = p il suffit done 
de montrer que E(x) sC y < E(x) + I . 

De I'encadrement obtenu a la question precedente on tire : 

nE(x) < E(nx ) < nE(x) + n — 1 

soit, n etant strictement positif : 

E{x) < E(nx)/n < E(x) +1 — 1 /n < E(x) + 1 

Comme E(x) est un entier on a alors, par definition de la partie entiere : 

E(x) = E(E(nx)/n). 


Ip 



Exercice 5.2 : Borne superieure 


Soient a et b deux reels, avec a < b, et/ : \a,b] — > \a.b] une application crois- 
sante. On pose A = {x e [a, b] \x < fix)}. 
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1. Justifier l’existence de c = sup(A) et montrer que c e [rv,Z?]. 

2. Montrer par l’absurde que /(c) < c. 

3. Montrer par l’absurde que /(c) A c. 

Ainsi,/(c) = c : 1’ application /possede un point fixe. 

La question « justifier l’existence de la borne superieure de tel ensemble » est clas- 
sique et simple : il suffit pour cela de montrer que 1’ ensemble en question est une 
partie non vide et majoree de M. Un theoreme admis du cours enonce alors qu'il 
possede bien une borne superieure. 

II faut garder a 1’ esprit qu'il est en general difficile de calculer explicitement une 
borne superieure. II faut done bien lire 1’ enonce : demontrer l’existenee d’un objet 
mathematique ne signifie pas que l’on est capable de I’ecrire explicitement. 
Autrement dit. lorsqu'un enonce pose une question d’existence (d’une borne supe- 
rieure, d’une limite...) mais ne demande pas de valeur explicite, il ne faut pas for- 
cement chercher a determiner cette valeur. 

Lorsque l’on a pose c = sup(A) on peut affirmer les deux choses suivantes, qui sont 
la traduction du fait que c est le plus petit des majorants de A : 

• c est un majorant de A done, pour tout x e A, x < c ; 

• si d est reel strictement inferieur a c, d n’est pas un majorant de A, done il existe 
x e A tel que x > d . 

La premiere propriete fournit une inegalite verifiee par tous les elements de A ; la 
seconde montre l’existence d’un certain element de A verifiant une inegalite. 

Ces inegalites permettront de traiter les deux questions suivantes en n’oubliant pas 
qu’il y a une hypothese supplementaire sur 1’ application/ : elle est supposee crois- 
sante. 


1. La premiere partie de la question se redige comme explique plus haut : 


\0 


Verifions que A est une partie non vide et majoree de R. 

• A / 0 : en effet , f(a) e [a,b] donc/(u) ^ a, i.e. a e A. 

• A est majoree : en effet, par definition, A c [ a,b] , done A est majoree 
par b. 

Ainsi, c est bien defini. 


Il reste a montrer que a d c < b. 

Pour cela, on utilise encore les deux proprietes de c : 

• pour montrer qu’un reel est inferieur ou egal a c il faut d’abord se demander s’il 
est element de A, auquel cas le resultat est clair, c etant un majorant de A ; 

• pour montrer qu’un reel est superieur ou egal a c, il suffit de montrer qu’il est un 
majorant de A (car c est le plus petit des majorants). 
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Le raisonnement que nous venons de faire en dit plus : 

• a e A et c est un majorant de A, done a < c ; 

• b est un majorant de A et c est le plus petit de ces majorants, done c < b. 
Ainsi, a < c < b done c e [«,£>]. 



Ce resultat est important : cela a done un sens de parler dans la suite de l’exercice 
de/(c). 


2. Recapitulons les proprietes des objets de Tenoned : 

i) tout element x de A verifie x <r c (c est un majorant de A) ; 

ii) pour tout reel c' < c il existe un element x de A tel que x > c' (c est le plus petit 
des majorants de A) ; 

Hi) tout element x de A verifie /' (x) ^ x (definition de A) ; 

iv) pour tous x et v de | «,/?], si x sr v alors/(x) < f(y) (f est croissante ). 

Nous venons ainsi de resumer completement toutes les donnees de l’enonce. 
L’exercice doit done pouvoir se resoudre en utilisant ces quatre points et rien 
qu’eux. 

II est demande de raisonner par l’absurde : supposons/(c) > c et cherchons, parmi 
les quatre points precedents, celui ou ceux que nous pouvons utiliser. 

Les points i et iii sont inutiles : aucun element de A n’apparait dans l’intitule de cette 
question. 

Le point ii fait intervenir les reels strictements inferieurs a c et il n’y en a pas dans 
la question ici posee. Ainsi, il ne reste que le point iv pour debuter le raisonnement. 
On prendra garde au fait que la fonction / est croissante mais pas necessairement 
strictement croissante : autrement dit, l’inegalite stricte c < f(c) implique l’inega- 
lite large /(c) < /(/(c)) mais cette derniere peut etre une egalite ; nous verrons 
que cela n’est pas genant. 


X0 


Supposons c < /(c). / etant croissante on a alors /(c) < /(/(c)). Ceci 
montre que /(c) e A. 

Or c est un majorant de A done /(c) < c. Ceci contredit I'hypothese 

/(c) > c. 

Ainsi, on a /(c) < c. 


3. On souhaite ici montrer que/(c) ^ c, i.e. c € A. Ceci n’est a priori pas evident ! 
En effet, la borne superieure de A n’appartient pas forcement a A en general (on 
pourrait par exemple avoir A = [o,c[). Il y a done bien quelque chose a demontrer. 
L’enonce demande ici de supposer/(c) < c. On voit ainsi apparaitre clairement le 
point //. 
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Supposons /(c) < c. Alors /(c) n'est pas un majorant de A done il existe 
un element d de A tel que/(c) < d. 

Comme d e A on a aussi, c etant un majorant de A : d < c. 

On a egalement, par definition de A, f{d) ^ d. 


Nous avons ainsi quatre inegalites :/(c) < c,/(c) < d,d ^ c etd < f(d). D’ autre 
part, nous n’avons toujours pas utilise le point iv, i.e. la croissance de/, qui nous 
permet de transformer ces inegalites en nouvelles inegalites. 




De d < c on tire, /etant croissante '■ f(d) < /(c). 
D'autre part, d < f(d), d'ou d < /(c). 

Ceci contredit l'inegalite/(c) < d : ainsi, /(c) > c. 


Exercice 5.3 : Serie harmonique 


Pour n £ N* on pose h n = ^ . La suite (l'i n )neN* est la serie harmonique. 

k=i k 

f k+l 1 1 f k 1 

1. Soit un entier k> 2. Montrer que / - dt < - < / - dt. On pourra 

Jk t k / 1-1 f 

commencer par illustrer graphiquement cet encadrement. 

2. Montrer que, pour tout n g N*, ln(n) < < 1 + ln(/t) . 

3. Montrer que la suite de terme general h„ — ln(/;) est convergente. On notera 7 
sa limite. 

4. Determiner lim (/z 2 « — h n ). 

n->o o 


1. Representons graphiquement cet encadrement : 



Sur le dessin, on voit que l’encadrement vient du fait que la courbe representative 
de la fonction inverse se trouve, sur l’intervalle \k.k + 1 ], en-dessous de la droite 
d’equation y = \/k et que sur, l’intervalle \k — 1 ,/c] , elle est au-dessus de cette 
droite. 
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Plus precisement, chacun des rectangles hachures est d’aire I / k. On voit que le rec- 
tangle de gauche a une aire inferieure a l’aire sous la courbe, qui est l’integrale de 
droite de l’encadrement, alors que l’autre a une aire superieure a l’aire sous la 
courbe, qui est l’integrale de gauche. 

Nous allons done transformer une inegalite sur des fonctions (positions relatives de 
courbes) en une inegalite sur des integrates (qui represented des aires). 




Pour t e [ k,k +1] on ak^t^k + l done, en particulier, - < 

t k 

En integrant cette inegalite de k a k + 1 il vient : 



car - est une constante. 
k 

De meme, pour t e [k — l, k], on a k — 1 < t < k done, en particulier, 
1 1 
k ' t 

En integrant cette inegalite de k — 1 a k il vient : 



car - est une constante. 
k 


Nous avons bien utilise le fait que k ^ 2 puisque nous avons considere l’integrale 

r k l 

/ -d t : pour k = 1 ceci n’a pas de sens ! 

Jk - 1 t 


2. Afm de faire apparaitre h n on peut additionner les encadrements precedents. 
Cependant, ils ne sont valables que pour k > 2 : nous allons done d’abord les addi- 
tionner pour k allant de 2 a n puis aj outer 1 . 


W 


En additionnant les encadrements precedents pour k = 2 ,n on obtient : 



1 

-d t. 
t 
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En effet : 



car l’extremite superieure de chaque integrate est l’extremite inferieure de la prece- 
dente. 

De meme, la somme de droite se reduit a : 




3. La question precedente montre que, pour tout n e N*, h„ — In (n) e [0,1] : cette 
suite est bomee. II suffit done d’etudier sa monotonie pour, si possible, appliquer le 
theoreme de la limite monotone. 

h n etant defini par une somme nous allons evaluer le signe de la difference de deux 
termes successifs de la suite de terme general h„ — ln(Yz ) . 
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m 


Pour 77 e N* on a 


(h n + 1 - In (77 + 1)) - (h n - In (77)) = 


77 + I 


In 1 + - 


Or, pour tout x e] — l,+oo[, ln(l + x) < x. 
D'autre part : 

1 


In 1 + - = -In 


77 + 1 


On en deduit, avec x = — 


= -In 1 - 


1 


77 + 1 


dans I'inegalite rappelee ci-dessus 


77 + I 

(h n + 1 - In (77 + 1 )) - (hn - In (77)) < 0 . 

La suite de terme general h n — ln(?7) est done decroissante. 
Comme eLLe est par ailleurs minoree par 0, elle est convergente. 



Le reel 7 = lim (h n — ln(7i)) est la constcmte d'Euler , egale a 0,577 a 0,001 pres. 

n — >00 

On notera que renonce ne demande pas de calculer explicitement cette valeur, on 
se gardera done de le faire. Le theoreme de la limite monotone permet souvent de 
demontrer la convergence d’une suite mais ne permet pas de determiner explicite- 
ment sa limite. 


4 . On a done lim (h n — ln(/7)j = 7. Afin de faire intervenir /12,,, remarquons que 

n — > 00 

d’apres le theoreme des suites extraites on a egalement lim (hi n — ln(2/?)) = 7. II 

n-t-oo 

ne reste plus qu’a soustraire pour faire apparaitre h, 2 n — h n . 




De lim ( h n — ln(?7)) = 7 on tire lim (/? 2« — ln(2?7)) = 7 car toute suite 

n—>oo n—>oo 

extraite d'une suite convergente est convergente de meme limite. 

En soustrayant ces deux iimites, vu que ln(2?7) — In (77 ) =ln( 2 ), il vient 
lim (li 2 n — h n — ln(2)) = 0 soit : 


lim (h 2n ~ K) = In (2). 
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Exercice 5.4 : Etude d'une suite definie par une somme 


n 1 

X — r _ , — 

Pour n e N on pose u n = > —=, v n = —= et w n = u„ — 2^/n. 

y/k V » 

1. Montrer par recurrence que, pour tout n e N* : 

2y/?i + 1 — 2 < u n < y/n — 1 + y/n. 

2. Montrer que lim w„ = 2. 

n — > OO 

3. Montrer que ( w n ) ne est convergente (on ne demande pas sa limite). 


L’encadrement de u n nous fournira, en divisant par y'TT, un encadrement de v„ : il 
est probable que 1’ argument adapte pour la deuxieme question soit le theoreme 
d’encadrement (aussi appele theoreme des gendarmes). 

La troisieme question ressemble a la deuxieme a ceci pres qu’elle demande de mon- 
trer qu’une suite est convergente sans calculer sa limite : le theoreme le plus cou- 
rant fournissant un tel resultat existentiel (la limite existe) mais non constructif (on 
ne trouve pas la valeur exacte de la limite) est le theoreme de la limite monotone. II 
faudra done commencer la troisieme question par l’etude de la monotonie de la suite 
de terme general w n pour voir si les hypotheses de ce theoreme sont verifiees. 

1. Pour plus de clarte, separons l’etude des deux inegalites de l’encadrement. 


Inegalite de droite 

Procedons par recurrence : pour n e N* on pose H„ : « u n < — 1 + V" : 

• H i est clairement vraie. 

• Soit n e N* tel que H n soit vraie. Alors u n < V» — 1 + -Jn done 




Un+l 


< -J n — I + *Jn + 


1 

\! n + 1 


On veut demontrer que u n+ \ d «Jn + ~Jn + 1 : autrement dit, il suffit de montrer 

que y/n — 1 H — -= d yjn + 1 . Afin de simplifier les expressions comportant 
\ n + 1 

des racines carrees commen 5 ons par reduire les termes du membre de gauche au 
meme denominateur : 


y/n — 1 + 


1 

y/n + 1 


y/n 2 — 1 + 1 
y/n + 1 
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Pour montrer que ceci est inferieur ou egal a y/n + 1 il suffit de demontrer que son 
numerateur est inferieur ou egal a n + 1. Or on an 2 — I < n 2 , d’ou y/n 2 — 1 < n 
et enfin : 


y/n 2 — 1 + 1 
y/n + 1 


< y/n + 1. 




D'autre part : 


y/n - I + 


1 

y/n + 1 


y/ll 2 — 1 + 1 

>/w + 1 


On a 7? 2 - 1 < n 2 done, par croissance de la fonction racine carree, 
y/n 2 — 1 + 1 < n + 1 d'ou I'on tire, en reportant dans la precedente majo- 
ration de u n+ \ : 


u n+ 1 < y/n + a/tT+T. 


Ainsi H n+ \ est vraie. 

• D'apres le principe de recurrence, H n est done vraie pour tout n e N*. 


Inegalite de gauche 

De meme posons, pour n e N*, K n : « 2 y/n + 1 — 2 < u n ». 

• K\ est vraie : on a y/2 <3/2 done 2 y/n + 1 — 2 < 1 = u\. 

• Soit 7? e N* tel que K n soit vraie, i.e. 2 y/n + 1 — 2 < On a alors 

, 1 

2v 77 + 1 H . — 2 < . 

-s/w + 1 

, 1 2t? + 3 

On a 2 a/ 77 + 1 H , = , On veut montrer que ceci est superieur ou 

a/tT+T a/«TT 

egal a 2y/n + 2. Pour cela, montrons que leur difference est positive. 

En reduisant au meme denominateur on a : 

2?7 + 3 , 2?7 + 3 — 2J(n + 1 ) (77 + 2) 

. - 2y/n + 2 = . 

\/ /I “h 1 \//2-j-l 

II reste a determiner le signe du numerateur, i.e. a comparer 2n + 3 et 
2y/JrT+lJ(n~+2) . 


W 
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Comme ces deux reels sont positifs, il suffit de comparer leurs carres, i.e. 

(2 n + 3) 2 = 4/7 2 + 12/7 +9 et 4 (n + 1 )(n + 2) = 4/7 2 + 12/7 + 8. 
II est alors clair que 2n + 3 — 2 y/(n + \)(n + 2) ^ 0, d'ou : 


2n + 3 
*Jn + 1 


2 V 77 — |— 2 . 




En reduisant au meme denominateur : 


2 a/ 77 -j- 1 -|- — — 2\/ 77 — |— 2 — 
+ 1 


2n + 3 — 2-v/ (77 + 1) (77 + 2) 
a//7 + 1 


D'autre part 

(2 n + 3) 2 = 4/r 2 + 12/r + 9 ^ 4/? 2 + 12/7 + 8 = 4(n + 1 )(n + 2) 
done 


2/7 -j- 3 ^ 2\J (/7 -j- 1 ) (77 -|- 2). 

Ain si, 2\/ n -j - 2 ^ 2\/ /7 4 1 ^ //^_)_i “E2, doui 

a/w + 1 

2a/ /7 — (— 2 — 2 ^ 

ce qui montre que K n+ 1 est vraie. 

D'apres le principe de recurrence, K n est done vraie pour tout n e N*. 


2. Comme annonce nous allons diviser I’encadrement par y/n pour pouvoir utiliser 
le theoreme des gendarmes. II faut neanmoins faire attention a deux choses : 

• s’assurer que l’on ne divise pas par 0, ce qui n’aurait aucun sens ; 

• connaitre le signe de la quantite par laquelle on divise : si elle est negative il fau- 
dra renverser le sens des encadrements. 

Ici il n’y a aucun probleme : n est un entier naturel non nul done yfn est bien defini 
et strictement positif. Cependant n’oubliez jamais de preciser la raison pour laquelle 
vos calculs sont licites, meme si ce n’est qu’en quelques mots en disant « yfn > 0 
done... ». 




En divisant L'encadrement 

2a fn + 1 — 2 < u„ < a //7 — 1 + yfn 
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par y/n, qui est strictement positif : 


2,/ 14 — ^ v n ^ ./ 1 h 1. 


On en deduit, d'apres le theoreme d'encadrement et les limites usuelles, que 


lim v„ = 2. 

n—^oo 


3. D’ autre part on a, pour n e N* : 


w n+ i - w n = u n+ 1 - 2 y/n + 1 - U n + 2 yfn 

— 2y/u — 2 a / n -j- 1 -|- — 


On en deduit 


2 y/n(n + 1) — (2/7 + 1) 
u'n- 1 W n — . 

Vn + 1 

II suffit de determiner le signe du numerateur, ce que Ton peut faire par un calcul 
analogue a celui de la question precedente : 

(2/1 + l) 2 = 4/7 2 + 4/7 + 1 ^ 4/7 2 + 477 = 477(77 + 1) 


done 


w 


2/7 + 1 ^ 2y/n(n + 1). 

Pour 77 e N* on a, apres reduction au meme denominateur : 
2y/n(n + 1) — (2?7 + 1) 


W n+ 1 - W n = 


yfn + 1 


Or 


(277 4- l) 2 = 477' + 477 + 1 477“ + 477 = 477(77 + 1) 


done 


2?7 4- 1 ^ 2y/ 77 (77 4- 1) 


et enfin 


w„+i - w„ < 0. 
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D'autre part : 

w n = u n — 2 *Jn ^ 2 \fn + 1 — 2 «Jn — 2 ^ —2. 

La suite de terme general xv n est decroissante et minoree par —2 done 
convergente. 


On peut aborder ce type de probleme comme dans l’exercice 5.3 pour etablir les 
encadrements de depart. En effet, un raisonnement analogue montre que, pour tout 
entier k > 2 : 


r k+l J 1 r k 1 

/ ~r dt ^~i=^ ~r dt 

Jk V? y/k Jk - 1 V? 


r n l 

— dr ^ u n — 1 ^ / — - dr 

J 1 V? 


d’ou l’on tire 

r n+1 1 

h vi' 

soit enfin 

2 (V« + 1 — \/2) V u n — 1 ^ 2(y/ii ~ 1) 

puis, en remarquant que —2 ^ 1 — 2y/2 et yfn — 1 ^ V n ~ 1 • 
2 V n + I — 2 ^ ^ Vn — 1 + Vn. 


Inversement, les encadrements obtenus sur la serie harmonique auraient pu etre 
donnes par Fenonce puis verifies par recurrence. 


Exercice 5.5 : Irrationnalite de 


n 1 1 

Pour n e N* on pose u n = 7 — et v n = u n H . 

j—i kl n ■ n ! 

k =0 

1 . Montrer que ( u n ) ne pj* et (v n ) ne ^* sont adjacentes. 

Soit i leur limite commune. On suppose que l est rationnelle et on choisit deux 
entiers naturels a et b tels que i = a/b. 

2 . Montrer que u b < l < Vb . 

3 . En deduire deux entiers naturels M et N tels que N < M < N + \ . Conclure. 
On peut montrer, ci l 'aide de l ’inegalite de Taylor-Lagrange, que l = e. 


Montrer que deux suites sont adjacentes est une application directe d’une definition 
du cours. La difficulte est ici calculatoire : il faudra manipuler simultanement le 
symbole Y. et des factorielles. 
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1. C’est une application directe d’une definition du cours : il faut demontrer que 
l’une des deux suites est croissante, l’autre decroissante et que la difference tend 
vers 0. 

Pour la monotonie des suites on considerera les differences de termes successifs car 
elles sont defmies par des sommes. 


Etude de la monotonie de (u n ) ne m* 


w 


Pour tout n e N*, u n+ \ — u n = 

(n + 1)! 

(et meme strictement croissante). 


> 0 done (m„) m6 n* est croissante 


Etude de la monotonie de (v„)„ e N* 

Les calculs sont ici un peu plus lourds, nous allons les detailler avant de passer a la 
redaction finale. En particulier, nous allons effectuer etape par etape la reduction au 
meme denominateur des fractions avec les factorielles. 

Pour n e N* on a : 


Li+l Vn 


1 1 

u n + 1 + 7 : 77 - : rqr — u n 7 

(n + 1) ■ (n + 1)! n ■ n\ 

1 1 1 

(n + 1)! + (n + 1) • (n + 1 ) ! n ■ n ! 


Reduisons ces fractions au meme denominateur. Tout d’abord, 

1 1 _ n+\ 1 

(n + 1)! + (n + 1) • (n + 1)! “ (n + 1 )(n + 1)! + (n + 1) • (n + 1)! 

n + 2 

(n + 1) •(« + !)!' 


D’ autre part, 

n + 2 1 n{n + 2) (n + l) 2 

(n + 1) • (/i + 1)! 7i • 7i ! 7i (?i + 1) ■ (n + 1)! n(n + 1) • (n + 1)! 

1 

71 (?1 + 1) • (71 + 1)! 

< 0 

car 7i (« + 2) — (?i + l) 2 = — 1 . 
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Pour n e N* on a : 

Vn+ 1 L, 


1 


+ 


1 


1 


(n + 1)! ( n + 1) • ( n + 1)! n ■ nl 

soit, apres simplification : 

1 


Vfl+1 Vft 


77(77 + 1 ) • (77 + 1 )! 


< 0. 


Ainsi, v n+ \ — v n < 0 : la suite de terme general v n est done decroissante et 
meme strictement decroissante. 

La derniere etape, comme souvent, ne pose pas de probleme : 

1 


IP 


Pour 77 e N* on a v n — u n = done lim (v n — u n ) = 0. 

77 • 77 ! n->o o 

Ainsi, et (v n ) ne ^* sont adjacentes. 


2. La conclusion du theoreme des suites adjacentes fournit l’encadrement 
u n < i < v n pour tout entier naturel non nul n. Pour montrer que les inegalites sont 
en fait strides on peut raisonner par l’absurde en supposant que ce sont des egalites. 


Supposons que Ub = l. La suite (, u„) n eN * etant strictement croissante on 
aurait alors Ub+i > Ub = l, ce qui contredit Ub + 1 < l. 

Ainsi, Ub < l. L'inegalite Vb> l se montre de la meme maniere. 


Mr 


D'apres le theoreme des suites adjacentes on a, pour tout n e N* 

M „ < t. < IK. 


b 

3. La question precedente donne l’encadrement 

k = 0 


1 

ifc! 



< 



1 

b-b\' 


II s’agit en fait d’un encadrement entre fractions : pour aboutir a un encadrement 
entre entiers il suffit done de le multiplier par un entier bien choisi. 

On remarque que les denominateurs apparaissant dans les sommes se divisent les 
uns les autres : 0 ! , 1 ! , . . . ,b\. 

Ainsi, en multipliant par b\, tous les termes seront des entiers. 


Ip 


L'encadrement precedent peut s'ecrire : 


b | b 1 

E l 77 % \ 1 

M < h < 2—! I- 

k = 0 


b 

k 


— y — -}- . 

k\ b {-ik\ b-b\ 
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En multipliant ces inegalites par b\, qui est strictement positif, on obtient 



b\ 1 
ic\ + b' 


Or, pour tout entier naturel k < b, — est un entier : c'est 1 si k = b et le 

k\ 

produit (k + 1) • ■ ■ b si k < b. 

Le membre de gauche est done un entier naturel que nous noterons N. 

Le membre du milieu est aussi un entier que nous noterons M. 

1 

On a alors, avec ces notations : N < M < N -\ — . 

b 


Comme b e N*, - < 1 d'ou M < N + 1. 
b 

On a done N < M < N + \ avec M et N entiers : c'est absurde, car M 
serait alors un entier strictement compris entre deux entiers successifs. 
L'hypothese de depart, e'est-a-dire i e Q, est done fausse : t est irrationnel. 



Lorsque vous aurez etudie les integrates, vous pourrez montrer que l = e en appli- 
quant l’inegalite de Taylor-Lagrange a la fonction exponentielle entre les points 0 
et 1. 

On obtient alors sans aucun calcul la majoration 


\e - u n \ < 


e 

(n + 1 ) ! 


qui montre que lim u n — e et fournit en plus un majorant explicite de la diffe- 

n — >oo 

rence : par exemple, en prenant n — 9, elle montre que u<) est une valeur appro- 
chee dee a 10 -6 pres. 

En deuxieme annee vous apprendrez a utiliser de maniere systematique cette for- 
mule afin d’etablir la convergence de suites de ce type. 


Exercice 5.6 : Valeurs approchees de racines carrees 


Soient deux reels strictement positifs a < b, (u n ) ne ^ et ( v n ) ne ^ les deux suites 
strictement positives definies par : 


U{) = a 


Un + 1 — 


et v 0 = 


2u n v n 

Uj i Vn 


^1 Vn+l — 


H - v n 
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1. Montrer que, pour tout n e N, u n < v n (on pouiTa exprimer v n — u„ sous 
forme d’une fraction en u n ~ 1 et v n -\). 

2. Montrer que (w n )neN et (t>„), !6 N sont convergentes, puis que leurs limites sont 
egales. 

3. A l’aide du produit u„ v n determiner la valeur de cette limite. 

4. Application : donner des approximations rationnelles de sfl et V3- 

1. Le calcul est suggere par Tenoned : exprimer u n et v„ en fonction de n „_ 1 et n„_i 
puis mettre au meme denominateur. Afin que m„_i ait un sens on supposera n ^ 1 ; 
le cas n = 0 se traitera a la main. 


W\ 


Pour n e N* on a 


v n - Un = 


Un — 1 A V n — 1 ^-Un—lVn—l 


2 U n — l + Vn— 1 

En reduisant au meme denominateur, on obtient 

(u„- 1 A v n - 1 ) 2 - 4m.„_iv„_i 

Vn Un — — - - 

2(w n _i + v n —\) 

On reconnait des identites remarquables : 


(Un- 1 A V n -l) 2 — U„_ l + 2ll n -\V n -\ A v 2 _! 


done 

(u„-i A Vn-l) 2 - 4u n -iv n -i = U 2 n _ x - 2u n -\v n -\ A v\_ x 
= (u n - 1 - v n —i) 2 . 


Ain si. 


v n u n 


(j&n—l Vn— l) 

+ v n —\) 


On a done bien u n < v n pour tout n e N*. 
Enfin, pour n = 0, e'est vrai par hypothese. 
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2. Nous allons montrer que ces suites convergent par un argument de monotonie. 


IP 


VI fj l )fi 

Pour n g N on a n„+i — v n = qui est negatif d'apres la premiere 


question : ( v n ) ne n est done decroissante. 


D'autre part, pour n e N, 


u n- 1 


2n„ 


miere question, 2v n > u n + v„ done 
croissante. 


U n Vfj 

Un- 1-1 


. Or, toujours d'apres la pre- 


> 1 : la suite (M„)neN est done 



On aurait aussi pu calculer u n+ i — u n : 


Un+l u n 


U n (v n Un) 


Un + V n 


> 0. 


Pour une fois, la difference comme le quotient permettaient tous deux de conclure. 


On poursuit en mimant la demonstration du theoreme des suites adjacentes. 




En particulier, pour tout n e N, u 0 < u n < v n < no. 

Ainsi, (n„)„ e N est decroissante et minoree par u 0 , (u n ) ne ^ est croissante et 
majoree par no. Ces deux suites sont done convergentes. 

u n + v„ 

Enfin, en passant a la limite dans I'egalite v n+l = : 


lim v n = -( lim u n + lim v„) 

n — >oo 2 n—>o o n^-oo 


d'ou lim u n = lim v„. Notons l cette limite commune. 

n—> oo n—> oo 



Le theoreme de la limite monotone affirme de plus que l — sup{n„ | n e N} et 
l — inf{ v n \ n e N} . 

On a done, pour tout n e N : u n ^ i ^ v n . 


3. Les deux suites etant defmies par une relation de recurrence, cherchons une rela- 
tion entre u n+ \v n +\ et u n v n . 

Par definition : 


2u n v n u n “E v n 

^n+l^n+l = ' X Z 

u fi v„ 2 

= u n v n . 


102 




© Dunod. La photocopie non autorisee est un delit. 


Chapitre 5 • Nombres reels, Suites 


Autrement dit, le produit de ces deux suites est constant ! 




On constate que, pour tout n e N, u n+ \v n+ \ = u n v n ; on a done, par recur- 
rence immediate, u n v n = Mofo pour tout n e N. 

En passant a la limite \ i 1 = ab. 

Comme l ^ 0 il vient l — yfab. 


4 . Nous allons calculer les premiers termes des suites u n et v n avec a = 1 et b = 2 : 
nous obtiendrons ainsi des encadrements de \/2. 


Notons qu’il est facile de calculer rapidement ces termes : en effet, on a ici u n 
ce qui permet de determiner u n a partir de v n presque sans calcul. 

De meme, avec b = 3, on obtient des encadrements de \/3. 


2 

Vn 


n 

u n 

Vn 

0 

i 

2 

1 

4 

3 

3 

2 


24 

17 


17 

12 


816 

577 

J 

577 

408 

4 

941 664 

665 857 


665 857 

470 832 


n 

u n 

Vn 

0 

1 

3 

1 

3 

2 

2 


12 

7 

Z 

7 

4 


168 

97 


97 

56 

4 

32 592 

18817 


18817 

10 864 
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Exercice 5.7 : Divergence de (sin(«))„ eN 


On suppose que la suite de terme general sin(/? ) est convergente de limite t. 

1. En considerant la suite de terme general sin (77 + 1), montrer que la suite de 
terme general cos(n) est convergente. On note l' sa limite. 

2. A l’aide de formules de trigonometric exprimer de differentes manieres les 
limites des suites (sin(2n))„ e ^ et (cos(2n))„ e ^ a l’aide de l et i' . En deduire les 
valeurs possibles de t, puis montrer que l — 0 et l' = 1. 

3. Conclure. 

Comme l’indique le titre nous allons demontrer que la suite de terme general sin(n) 
est divergente. L’enonce commenqant par « supposons que cette suite converge », il 
s’agit en fait d’une demonstration par l’absurde. 

II est ici question de suites extraites (ou sous-suites). La propriete fondamentale est 
la suivante : toute suite extraite d’une suite convergente est convergente de meme 
limite. C’est ce theoreme qui servira a calculer les limites de sin(n + 1) , sin(2«) et 
cos (2/r) quand n tend vers +oo en fonction de celles de sin (// ) et cos (n). 

1. La formule de trigonometric 

sin(n + b) — sin(n) cos(A) + cos(n) sin(A) 


est evidemment a utiliser : on vous demande en effet de faire le lien entre sin(/z) , 
cos(n) et sin (77 + 1), il suffit done d’ utiliser cette relation avec a = n et b — 1. 




On a, pour tout entier naturel n, sin(/7 + 1) = sin(/r)cos(l) + cos(n)sin(l) 
d'ou, sin(l) etant non nul : 


cos(«) = 


sin(/7 + 1) — sin(/7) cos(l) 
sin(l) 


Or sin (n) — ^ i , done sin(/7 + 1) — ^ i 

n — >oo n — > oo 

1 — cos(l) 

et il vient cos(/7) — i . 

n— >oo sin(l) 


2. Rappelons les formules de trigonometric reliant sin(2/7) et cos(2/7) a sin(/r) et 
cos (/7 ) : 

sin(2/7 ) = 2 sin(/7) cos(/7) et cos(2/7) = 2cos 2 (/7) — 1 = 1— 2 sin 2 (77 ) . 

On demande d’etablir plusieurs expressions de la limite d’une meme suite. Ceci 
permettra d’etablir des equations dont ces dmites sont solutions en invoquant le 
theoreme d’unicite de la limite : toutes les expressions obtenues pour la limite d’une 
suite donnee sont necessairement egales. 
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(sin(2«)) Me N est une sous-suite de (sin(n))„ 6 N. ELLe a done la meme 
limite l. 

D'autre part, on a pour tout « e N : sin(2n) = 2 sin(«) cos(«) ; on en 
deduit lim sin(2«) = lit' . 

n — >-oo 

La limite d'une suite convergente etant unique, on a done l = 111' . 

De meme, (cos(2«)), !( =n est une sous-suite de (cos(n))„ e pj et tend done 
egalement vers l' . 

D'autre part, la relation cos(2 n) = 2cos 2 («) — 1 montre que lim cos(2«) 

n — > oo 

= 2 1' 1 — 1 et I'unicite de la limite donne l' = ll' 2 — 1. 

Si on avait plutot utilise la relation cos(2«) = 1 — 2sin 2 («) on aurait 
obtenu l' = 1 — 2 1 2 . 

stade on ne connait ni l ni l' . Pour determiner l' nous allons utiliser la seule 
des trois relations precedentes qui ne fait pas intervenir l . 

t — Nous venons de voir que U = ll' 2 — 1:1' est done racine de I'equation 

^ lz 2 — z — 1 = 0. Un calcul simple montre que ses racines sont —1/2 et 1, 

done l' e {-1/2,1}. 

Determinons les valeurs possibles de l en utilisant la relation l = 111' . Si 
l' = 1, on a alors l = ll, soit 1 = 0. Si l' = —1/2, il vient l = — l et 
encore une fois 1 = 0. Ainsi, on a l = 0. 

La derniere relation, l' = 1 — ll 2 , montre alors que l' = 1. 

On aurait pu proceder autrement en partant de l' = 1 — ll 2 pour calculer l sachant 
que l' e {—1/2,1} mais cela n’aurait pas permis de conclure immediatement. En 
effet, si l' = —1/1, on en deduit l 2 = 3/4 et, si l' = 1, l 2 = 0, d’ou 
l e {— -s/3/2,0, V3/2}. II faut alors de toutes fagons considerer la relation l = 111! 
pour conclure que 1 = 0. 




3. Chacune des deux premieres questions permettait d’etablir des relations entre l 
et U ou de determiner les valeurs eventuelles qu’elles pouvaient prendre ; il n’y a 
plus qu’a comparer ces resultats pour constater qu’ils sont incompatibles, ce qui 
achevera la demonstration par l’absurde. 




Reprenons la premiere question : 

. 1 — cos(l) 

l' = 1 — . 

sin(l) 
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Avec la deuxieme question, on a £ = 0 et i' = 1. En remplagant ces valeurs 
dans la premiere relation il vient 1 = 0, ce qui est absurde. 

Nous avons done demontre par I'absurde que la suite de terme general sin(/7 ) 
est divergente. 


Exercice 5.8 : Critere de comparaison logarithmique 


l e [0,1[. 


Soit (Ui,) ne f] une suite reelle a terme strictements positifs. On suppose : 

1 

U n n- J-oo 

1. Montrer qu’il existe un entier naturel N tel que, pour tout entier n > /V, 

(i + r 

u n + 1 ^ I 2 

2. En deduire que lim u n =0. 


3. Applications : etant donnes deux reels a >0 ct a > I determiner lim — , 

»->oo a n 

a n n\ 

lim — et lim — . 

n— MX) ;j I n— >o o n n 


Cet exercice fournit un outil simple pour determiner des limites de formes indeter- 
minees telles que celles presentees dans la derniere question. Ce type d’ argument 
sera utilise couramment en deuxieme annee dans le cadre des series entieres. 


1. L’enonce de cette premiere question rappelle fortement la definition rigoureuse 
de la limite « avec e ». II s’agira done de l’appliquer judicieusement a la suite de 

terme general . 

M n 


Ce type de raisonnement etant nouveau on commencera la resolution par une dis- 
cussion partant du resultat afm de « deviner » 1’ argument de depart. 

Un tel procede peut s’averer utile mais n’est evidemment pas rigoureux : il a done 
sa place au brouillon et la copie devra comporter la redaction propre et rigoureuse 
partant des hypotheses de la question pour arriver a la conclusion. 


Rappelons la definition de la limite sur l’exemple donne : etant donne un reel e > 0 
quelconque, il existe un entier naturel N tel que, pour tout entier n ^ N, on a 


Un + 1 _ ^ 
H n 


< £. 


Cette derniere inegalite peut se traduire par l’encadrement — e < 
encore, en ajoutant l a chaque membre, l — e < < l + e. 

tin 

1+ 1 

inegalite de la forme demandee, il suffirait d’ avoir l + e = 


— 1 
u n 


i < £ OU 


Pour obtenir une 
1 -t 

■, soit £ = . 
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Ainsi, il suffit de considerer la definition de la limite, appliquee a la situation pre- 
sente, pour une valeur particuliere de e . 

Nous pouvons maintenant effectuer une redaction rigoureuse. 




Considerons le reel e = 


1 -£ 


. e > 0 (car £ < 1 ) done il existe un entier 


naturel N tel que, pour tout entier n > N, 


Mn+1 


< £. 


Ceci peut egalement s'ecrire : pour tout entier n ^ N, 

n„_i_i n,,_ i_i £ 1 

l — e < <•£ + £, d'ou < l + e = . Comme u n > 0 on en 


deduit que, pour tout entier n > N, u n+l < 


£ + 1 


2. Si on avait u n+ \ = 


£ + 1 


u n , la suite (u n ) ne fj serait geometrique de raison stric- 
z 

tement inferieure a 1 en valeur absolue done convergente de limite nulle. 

Nous allons essayer de nous ramener a ce type d’ argument en faisant apparaitre une 
suite geometrique. 


V 


Par une recurrence immediate on a : 

pour tout entier n > N , u n < 
'£+ 1 


1 + 1 


un- 


Or 0 < 


< 1 (car £ e [0, 1 [ ) done 
£+1 


lim 

n—>o o 


= o. 


Comme d'autre part on a u n > 0 par hypothese le theoreme d'encadrement 
montre que lim u n =0. 

n — >cxd 

3. Rien de particular a signaler : il n’est ici demande que d’appliquer le resultat pre- 
cedent a des exemples explicites. 


U ' 


• Posons u n — — >0. Alors 

a n 

U n- \ 1 

u„ a 


1 

1 + - 
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1 

qui tend vers - < 1 quand n tend vers +oo : on a done 


lim — = 0. 

n-yo o a n 


• Posons v„ = — > 0. Alors 


v n +i o 

v n n + 1 


qui tend vers 0 < 1 quand n tend vers +oo done lim v n = 0. 

n—xoc 


• Enfin, posons w n = Alors 


W„+l 


(n + 1)! 


(n + 1) ,!+1 ' 

En simplifiant numerateur et denominateur par n + 1 on obtient 


d'ou 


Or 


w n + 1 - 


(« + 1)" 


W n + 1 


= 1 + - 


14 — ) = exp I —n In I 1 4 — 


On reconnait un taux d'accroissement : 


n In I 1 4 — 1 = 


ln(l 4- l/n) — ln(l) 

1 /n 

qui tend vers ln'(l) = 1 quand n tend vers 4-oc, ce qui donne 
w n+i 1 


lim 

n-yoo W„ 


1 


Enfin - < 1 : on a done lim w n =0. 

C n— >oo 
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Cette derniere situation n’a rien a voir avec celle rencontree dans le calcul de 

i:~ M «+l 


lim 

n— >oo 


Dans le cas de u n : on obtenait le quotient 1 H — ) oil a est une constante. 


i.e. ne depend pas de n. La limite de cette expression est alors bien 1 d’apres les 
theoremes du cours deja rencontres au lycee. 


/ 1 \ _ ” 

• Dans le cas de w n : on a affaire au quotient 1 -| — ) : L'exposant depend 


\ «/ 

de n. Dans ce cas, aucun theoreme usuel ne s’applique directement. 11 faut reve- 
nir aux exponentielles et logarithmes pour pouvoir conclure. 


Exercice 5.9 : Critere special des series alternees 


1. Soit (M,i)neN une suite reelle. On suppose qu’il existe un nombre reel i tel que 
uin l et U 2 n+\ l ■ Montrer que u„ —> i. 

n — > oo n — >oo n^-oo 

2. Soit (a„) n€ N une suite reelle decroissante tendant vers 0. Pour n e N on pose : 

n 

Un = ^(— 1 ) k a k . 
k = 0 

Montrer que («2»)»eN et (M2n+i)neN sont adjacentes, puis que ( u n ) ne ^ est conver- 
gente. 


Dans la premiere question, aucune hypothese n’est faite sur (u„) n eN ■ aucun des 
theoremes classiques (encadrement, limite monotone, suites adjacentes) ne peut 
s’appliquer. II va done falloir revenir a la definition de la limite. 

Autrement dit, nous allons demontrer que, pour tout reel e > 0 , il existe un entier 
naturel N tel que, pour tout entier n ^ N, \u n — £\ < £. 

Pour determiner, a e e donne, un tel entier N, il faudra commencer par ecrire 
les hypotheses, i.e. la definition de la limite pour les suites de termes generaux u- 2 n 
et U 2 n +\- Nous aurons alors toutes les donnees pour conclure. 

Comparee a cette premiere question technique, la deuxieme question est sans diffi- 
culty : la premiere partie (montrer que deux suites sont adjacentes) est une verifi- 
cation d’une definition du cours et la conclusion sera visiblement une application de 
la question precedente. 


1. Fixons un nombre reel £ > 0. 

Nous voulons demontrer qu’il existe un entier naturel N tel que, pour tout entier 
n R N, I u n — 1 1 < e. 

Comme la suite (u 2 ,i)nen tend vers l nous savons qu’il existe un entier naturel «o 
tel que, pour tout entier n R «o, | u jn — l \ < e. 
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Ceci peut s’ecrire de maniere legerement differente : pour tout entier pair p ^ 2iiq, 
\u p — i\ < e. Ainsi ecrite, cette inegalite est de la forme souhaitee car elle fait inter- 
venir | u p — t \ . 

D’autre part, on sait egalement que la suite (ii 2 n+])neN tend vers i. Ainsi, il existe 
un entier naturel n\ tel que, pour tout entier n ^ n\, \u 2 n +\ — l\ < £. 

Comme precedemment nous pouvons reformuler ceci : pour tout entier impair 
p > 2/z i + 1, \u p — l\ < e. 

On a done deux inegalites du type souhaite ; la premiere est valable pour les entiers 
pairs superieurs ou egaux a 2no et la seconde pour les entiers impairs superieurs ou 
egaux a 2« i + 1 . 

II nous faut determiner un entier naturel N tel que cette inegalite soit vraie pour tous 
les entiers superieurs ou egaux a N, quelle que soit leur parite. Pour cela, il suffit de 
choisir un entier N qui soit a la fois superieur ou egal a 2 no et a 2n i + I . Par 
exemple, on pourra prendre N = max(2no,2/i i + 1). 

Soit e G BPj_. 

Comme lim U 2 „ = £ il existe un entier naturel no tel que, pour tout entier 

72 — >■ OO 

n ^ no, \u- 2 n — 1 1 < £ ou encore : 

pour tout entier pair p ^ 2no,\u p — l\ < e. 

De meme, lim U 2 „+i = t done il existe un entier naturel n\ tel que, pour 

72 — >00 

tout entier n ^ n\, |« 2 »+i — l \ < £ ou encore : 

pour tout entier impair p ^ 2n\ + 1,| u p — t\ < e. 

Posons N — max(2«o,2«i + 1). Alors, si n est un entier ^ N, deux cas se 
presentent : 

• si n est pair, n est un entier pair ^ N ^ 2 n 0 done \u n — l \ < e d'apres 
la premiere inegalite ; 

• si n est impair, n est un entier impair ^ N ^ 2n\ + 1 done \u n — t \ < e 
d'apres la seconde inegalite. 

Ainsi : pour tout entier n > N on a | u„ — i \ < e. 

En conclusion, nous avons montre que, quel que soit le reel e > 0, il existe 
un certain entier naturel N tel que, pour tout entier n ^ N, \u n — i \ < e. 
Ceci signifie exactement, par definition, que u n tend vers l quand n tend 
vers +oo. 
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2. Montrer que ces deux suites sont adjacentes est routinier : comme elles sont defi- 
nies par des sommes on evaluera les differences de termes successifs pour etudier 
leur monotonie. 

► Etude de la monotonie de (U2n)ne\i 



Le terme d’indice n + 1 de («2»)«eN est «2(n+l)> 1 '- e - u 2n+2 ■ H faut prendre garde 
a ne pas se tromper d’indice : c’est Tender n dans l’expression de u 2 n qu’il faut 
remplacer par n + 1 . 


On a : 


2 ft +2 2 ft 

^2ft+2 ^2 ft = ^ ^ ( 1) &k ^ ^ ( 1) 

k= 0 k= 0 

Tous les termes de la premiere somme se simplifient avec un terme de la seconde 
sauf les deux demiers, Le. (— l) 2 " +1 fl 2 H+i et (— l) 2 ” +2 fl 2 n+ 2 - 
Enfin, n’oublions pas que (— \) p = 1 si p est pair et — 1 sip est impair. En l’occu- 
rence, les deux termes dont il est question ci-dessus sont respectivement — fl 2 «+i et 

a2n+2- 


ip 


Pour tout n e N, U2„+2 — U2n = Q2n+2 — «2»+t qui est negatif car la suite 
0 „)„ 6 pj est decroissante. 

Ainsi, (u2n)neN est decroissante. 


► Etude de la monotonie de (U2,i+i)nefi 

Meme remarque : le terme d’indice n + 1 de (w 2 n+t)neN- est « 2 (n+t)+i — «2n+3- 
Dans la difference ujn +3 — U 2 n+\ les termes restants sont (— l) 2 " + 2 fl2n+2 = uin+2 
et (-l) 2n+3 a 2n +3 = -«2»+3- 


Ainsi, («2n+i)«eN est croissante. 

• Enfin, il faut montrer que lim U 2 n +\ — lt 2 » = 0. 

ft— > 0 O 

Cette difference est 


ip 


rour ro ur n e r*, u 2n + 3 ~ W2«+l = a 2n+2 
suite (fl„)„ 6 N est decroissante. 


ci2n+3 qui esc posiriT car la 


2ft+l 


k = 0 


2 ft 


2 (-!)*«*• 
k = 0 
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Dans cette expression, tous les termes des sommes se simplifient sauf le dernier de 
la premiere somme, (— \) 2n+l a 2 n +\, qui est egal a — « 2 »+i car 2 n + 1 est impair. 


U> 


Pour tout n e N, t<2n+i — = — «2»+i- Or lim a n = 0 done 

n—>oo 

lim (u 2n +l - U 2 „) = 0 . 

n — >oo 

Ainsi, les suites (w2n)«eN et («2)i+i)«eN sont adjacentes. 


La premiere partie de la question est resolue. Notons que toutes les hypotheses 
((a«)neN decroissante et de limite nulle) ont bien ete utilisees. 

II reste a utiliser le resultat de la premiere question. 




Les suites (u2„)neN et («2«+i)neN etant adjacentes elles sont convergentes 
de meme limite. 

D'apres la premiere question, (m„)„<=n est convergente. 



La valeur exacte de la limite de telles suites peut etre difficile voire impossible a 
calculer mais dans certains cas favorables Finegalite de Taylor-Lagrange appli- 
quee a une fonction bien choisie permet de conclure. 

Les series entieres et les series de Fourier, au programme de deuxieme annee, per- 
mettent egalement parfois de determiner certaines de ces valeurs. 


Exercice 5.10 : Suite recurrente 


Cet exercice utilise des resultats du cours sur les fonctions : continuite et deri- 
vabilite. 


Soit (w„)« e N une suite reelle verifiant : 


V/7 e N, u n+ 1 = -cos ( m„). 


1. Demontrer qu’il existe un unique reel l tel que l — -cos(f). Montrer que 

i e [0,1]. 

2. Montrer que u n tend vers t quand n tend vers +oo. 


Cet exercice est tres classique. A terme vous devrez etre capable de resoudre ce type 
de probleme sans indication. 
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1. Le theoreme dedie a ce type de resultat est le theoreme des valeurs intermediaires 

1 

que nous allons appliquer a la fonction a i-> -cos(a) — x. 

Plus precisement, il y a deux choses a montrer : 

• dans un premier temps, l’etude de cette fonction sur M montrera 1’existence et 
l’unicite de f ; 

• dans un deuxieme temps, nous affinerons le resultat en montrant que l e [0, 1] en 
appliquant a nouveau le theoreme des valeurs intermediaires sur ce segment. 


/ est derivable sur R et, pour tout reel a, /'(a) = — -sin ( a) — 1 . 

Comme |sin| < l,f est strictement negative surR :/est done strictement 
decroissante. 

De plus, cos est bornee sur R done 

lim /(a) = — oc et lim /(a) = +oc. 

x— x — > — oo 

D'apres le theoreme des valeurs intermediaires, /s'annule done au moins une 
fois. 

/ etant strictement decroissante, elle ne peut s'annuler plus d'une fois : il 
existe done un unique reel f tel que /(f) = 0. 

• De plus,/(0) = > 0 et/(l) = ^cos(l) — 1 < 0 : / s'annule done en 

un point de [0, 1]. 

Vu que f est I'unique reel tel que /(f) = 0 on a done f e [0, 1] . 

2. Nous allons determiner une majoration explicite de \u n — f| en appliquant 
l’inegalite des accroissements finis a une fonction bien choisie. 

1 

La relation u n+ 1 = -cos (u n ) peut s’ecrire u n+ \ = g(u n ) ou g est la fonction defi- 
1 

nie pour a reel par g(.x) = -cos (a) . 

On a alors, de plus, g(t) —i. Ainsi, nous pouvons etablir une relation entre 
l^n+l f | et | u n f | . 

\u n + 1 - f I = I g(Un) ~ g(f) I < M | U n ~ f | 
ou M est un majorant de |g'| sur R, par exemple -. 


hs 


• Pour a e 


posons/(A) = -cos(a) — a. 
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On voit alors qu’une recurrence permettra de montrer que \u n — t\ 


< 



-t\. 



Pour rel posons g(x) — -cos(.r) . La suite de terme general u n verifie 
done la relation de recurrence : 


V/7 e N,u n+l = g(u n ). 

De plus, par definition de l : git) = t. 

, 1 

Enfin, g est derivable et, pour tout reel x, |g (jc) | < -. 
Pour n e N posons H n : « \u n — l\ ^ — \uq — l\ ». 

• Hq est clairement vraie. 

• Soit n e N tel que H n est vraie. 

Alors : 


\u n+ \ - i | = | g{u n ) ~ git) | 

g' etant majoree en valeur absolue par ^ on en deduit, d'apres I'inegalite 
des accroissements finis : 

I giu n ) -git) | < \\u n -t I 
et enfin, en utilisant H n , il vient 

1 

| m„+i -t\^ — r\u 0 - t\ 


done H n+ 1 est vraie. 

• Ainsi, d'apres le principe de recurrence, H n est vraie pour tout n e N. 
Ceci montre, en particular, que u n tend vers t quand n tend vers +oc. 

En fait, nous avons meme obtenu une majoration explicite de la distance entre u n 
et t. 

Par exemple, si uq — 1, on a |«o — t \ < 1 ; en prenant n = 10, on a 
2 10 = 1024 > 1000 d’oii \u w - t\ < 0,001. 
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Exercice 5.11 : Etude d'une suite definie implicitement 


Cet exercice necessite le cours sur lesfonctions, les developpements limites et les 
equivalents. 

1. Soit n e N. Montrer qu’il existe un unique reel x n e]nir — ir/2,nir + 7t/2[ tel 
que x n — tan(x„) . Montrer que x n ~ mr. 

2. Determiner l = lim (x n — mr). On pourra introduire la fonction arctangente. 

n — > oo 

3. Determiner un equivalent simple de x n — (mr + l). 


Une telle suite est dite definie implicitement car sa definition n’a rien d’explicite : 
on n’a aucune formule permettant de calculer x n en fonction de n ni meme de rela- 
tion de recurrence pour calculer les termes de proche en proche. 

II n’y a pas de methode generate au programme pour etudier ce type de suite ; il faut 
se contenter de suivre la demarche proposee par les questions de Tenoned. En gene- 
ral on n’obtiendra pas d’expression exacte de x n rnais uniquement un equivalent ou 
un developpement asymptotique. 

Ceci se fait generalement en utilisant tout le cours d’ analyse et notamment les deve- 
loppements limites et equivalents usuels : ces exercices sont done plus difficiles car 
ils mobilisent plus de connaissances. Ils sont aussi plus interessants pour verifier 
que Ton a bien acquis toutes les notions du programme. 

1. II s’agit de montrer l’existence et Tunicite d’un reel appartenant a un intervalle et 
verifiant une certaine equation : la bonne demarche est d’ etudier une fonction bien 
choisie. 

On peut ecrire la relation x n = tan(x„) sous la forme tan (x„ ) — x n = 0 . La question 
devient alors : montrer que l’application x i-> tan(x) — x s’annule une unique fois 
sur l’intervalle ]mr — ir/2,mr + ir/2[. 

Graphiquement : 
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W\ I Soi,/ : ]mr — ir/2,mr + ir/2[—> M, x tan(x) — x. 

f est continue sur I'intervalle ]mr — ir/2,mr + ir/2[. De plus, 
lim f(x) = — oo et lim f(x) = +oo : d'apres le theoreme 

x— >«7T— 7T/2 x->nTT+TT/2 

des valeurs intermediaires, / s'annule done au moins une fois sur 
]mr — ir/2,mr + 7r/2[. 

D'autre part, / est derivable et, pour tout x &]mr — ir/2,mr + 7t/2[, 
f'(x) = tan 2 (x). f est done positive et ne s'annule qu'en un seul point 
( 77 7r ) :/est done strictement croissante et ne s'annule ainsi qu'au plus une 
fois. 

En resume: il existe un unique reel x n G]w7r — n/2,nir + n/2[ tel que 
f(x n ) = 0, i.e. tel que x n = tan(x„). 

II est en general difficile de deviner un equivalent d’une telle suite. Cependant, 
Tenoned donne ici le resultat : nous allons done simplement verifier qu’il est cor- 

x n 

rect en montrant que le quotient — tend vers 1 . 

IITT 


W\ 


Par definition on a hit — 7t/2 < x n < mr + 7r/2 d'ou, pour n > 1 


2 n un 2 n 


D'apres le theoreme d'encadrement on a done 
lim — — l 

«->00 727T 


soit encore 


Bien sur ceci est un peu frustrant : comment aurions-nous trouve cet equivalent si 
Tenoned ne l’avait pas donne ? 

Ceci peut se faire de maniere qualitative : la notion d’equivalent en mathematiques 
sert a traduire rigoureusement la notion de « suites du meme ordre de grandeur ». 
Comme mr — 7t/2 < x n < mr + ir/2 on « voit » que, quand n est grand, x n est « de 
1’ ordre » de mr. 

Ceci n’a rien de rigoureux mais fournit une idee du resultat qu’on peut ensuite sim- 
plement verifier comme cela a ete fait ci-dessus. 
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Concernant l’arctangente rappelons que, si x est un reel, Arctan(x) est par defini- 
tion l’unique reel appartenant a ] — 7r/2,7r/2[ dont la tangente est x. 

En particular, Arctan(tan(0)) n’est pas forcement egal a 6 : c’est le reel 

</? e] — 7 t/2, 7 t/ 2[ verifiant tan (93) = tan(O) , on a done seulement f = 9 + kn pour 
un certain entier relatif k. 

Enfin, il est simple de faire apparaitre x n — nn : la fonction tangente etant 7r-periodique 
et n entier on a tan (x n ) = tan (x n — nn) . 


W 


On a tan(x„ — rnr) = tan(x„) = x„. 

De plus, x n — rnr e] — 7 t/2,7t/ 2[ done, par definition de la fonction arc- 
tangente : x n — mr = Arctan(.r„) . 

Comme x n ~ mr, lim x„ = +00 done lim Arctan(.r„) = ir/2, d'ou 

n — >• 00 n — >00 

l = n/2. 


3. Dans la question precedente nous avons utilise une propriete de la fonction tan- 
gente pour faire apparaitre x n — mr et obtenir l’egalite tan (x n — mr) = tan(x„) . 

On peut utiliser une autre propriete de cette fonction pour faire apparaitre 

x n — mr — 7t/ 2 : tan(7r/2 — 6) = — done egalement, en utilisant le fait que la 


tangente est impaire, tan(# — n/2) — — 


1 

tan (8) ' 


Avec 6 = x„ — nn on obtient une expression de tan (x n — (mr + n/2)) en fonction 
de tan(x„ — nn) = tan (x n ) = x„. II n’y a plus alors qu’a injecter dans cette relation 
les resultats precedemment obtenus sur x n . 


I* 


En raisonnant comme precedemment on a : 

x n = tan (x n ) 

= tan (x n — nn) 

1 

tan(x„ — (nn + n/2)) 


On en deduit 


1 

tan(x„ — (717T + n/2)) = . 

X n 

Comme tan (h) est equivalent a h quand h tend vers 0 et 
lim ( x n — (nn + n/2)) = 0 on a 

n^-oo 

tan(x„ — («7r+ n/2)) ~ (x n — (nn + n/2)). 
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D'autre part, x n ~ nn done 


1 1 

x n nn 


On en deduit : 


1 

(x n - (/7 7T + 7T/2)) ~ . 

nn 


Avec les notations de Landau ceci s'ecrit egalement 


x n = nn + 7t/ 2 1- o(-). 

nn n 



Si Ton connait la formule (hors-programme mais exercice classique) 
Arctan(w) + Arctanf I /u) = n[2 pour u > 0 on peut egalement traiter cette der- 
niere question de la maniere suivante : 


x n — {fin + n/2) = Arctan(x„) — 7r/2 

= — Arctan(l/x„). 


Or Arc tan (7?) est equivalent a h quand h tend vers 0 et lim \/x n = 0 done 


— Arctan(l/x„) ~ ~ . 

x n nn 

Pour demontrer la formule dont il est question, etudiez la fonction 
u Arctan(w) + Arctan(l /u) sur et R* en prenant bien garde au fait qu’el- 

7T 

le n’est pas definie en 0 ; on trouve alors qu’elle est constante egale a — sur R^_ et 

7T * 

constante egale a — — sur Rl . 
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Exercice 6.1 : Trois theoremes de point fixe 
pour des applications continues 


Les trois questions sont independantes. 

Chacune donne une condition suffisante pour qu’une application / possede un 
point fixe, i.e. un element x de son ensemble de definition tel que/(x) = x. 

1. Soient S = [ a,b ] un segment et / une application continue de S dans lui- 
meme. Montrer qu’il existe un element c de S tel que/(c) = c. 

2. Soit/une application continue decroissante de R dans R. Montrer qu’il existe 
un unique reel c tel que/(c) = c. Ce resultat reste-t-il vrai si on suppose plutot 
/ croissante ? 

3. Soient k e [0, 1[ et/une application de R dans R qui est fc-lipschitzienne, i.e. : 
pour tous reels x et y, |/(x) — f{y)\ < k\x — y \. Montrer qu’il existe un unique 
reel c tel que/(c) = c. 


Les fonctions introduces par Tenoned sont continues sur un intervalle et on souhaite 
demontrer l’existence d’un element de cet intervalle verifiant une certaine relation. 
C’est la situation courante oil le theoreme des valeurs intermediaires sera applique. 
Afin de Tutiliser, on introduira une fonction auxiliaire dont les points d’annulation 
seront les solutions du probleme pose. 

1. Pour montrer qu’il existe c e S tel que/(c) = c, il suffit de montrer qu’il existe 
c € S tel que/(c) — c = 0. Cette remarque simple suggere la forme de la fonction 
auxiliaire a laquelle appliquer le theoreme des valeurs intermediaires. 
Graphiquement, avec a = 0 et b = 2, on peut avoir Failure suivante : 
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Considerons ['application g : S -> R, x h* f(x ) — x. 

g est continue comme difference de deux fonctions continues. 

D'autre part, un reel x e S verifie f(x) = x si, et seulement si, g(x) = 0. 
On a g(a) = f(a) — a. Or, par hypothese,/(a) e \_a,b\ (car/est a valeurs 
dans \a,b]) don cf(a) ^ a: on a done g(a) > 0. De meme, f(b) e \ci,b] 
done fib) < b et g{b) < 0. 

[.'application g est continue sur I'intervalle [ a,b] et les reels g(a ) et g(b) 
sont de signes contraires : d'apres le theoreme des valeurs intermediaires, il 
existe un element c de [a,b\ tel que g(c) = 0, i.e.f(c) = c. 

2. Cette question est double : existence et unicite de c. Comme souvent dans ce cas, 
pour simplifier le raisonnement, il est souhaitable de dissocier ces deux questions 
dans la resolution. 

Encore une fois il peut etre interessant de faire un dessin pour visualiser la pro- 
priete : 
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Existence : posons de la meme maniere g(x) — f (x) — x pour x e R. g cst conti- 
nue comme difference de fonctions continues et on veut monter qu’elle s’annule. 

La situation est differente de cede de la premiere question : on n’a pas de rensei- 
gnement sur les valeurs de g en des points particulars. On peut en revanche s’inte- 
resser aux limites de g en +oo et — oo. 


Posons, pour tel, g(x) = f(x) — x. 

La fonction / etant decroissante sur R elle possede une limite en +oo qui 
est eventuellement — oo (theoreme de la limite monotone pour Les fonc- 
tions). On a done lim g(x) = — oo. 

*->+00 

De meme, /a une limite en +00 qui est eventuellement +00. On en deduit 
que lim g{x) = +00. 

x — >— OO 

L'ensemble g(R) est un intervalle car R est un intervalle et g est continue 
(theoreme des valeurs intermediaires). 

g(R) n'est pas majore (car g tend vers +00 en —00) et n'est pas non plus 
minore (car g tend vers —00 en +00). 

Le seul intervalle qui ne soit ni majore ni minore est R : on a done 

g(R) = R. 

g prend toutes les valeurs reelles, en particulier La valeur 0 : il existe un reel 
c tel que g(c) = 0 et on a alors /(c) = c. 

Unirite : soit (ci,ci) e R 2 tel que/(ci) = c\ et/(c2) = C2- Nous voulons montrer 
que ci — C2- 

Pour cela, n’oublions pas qu’il y a une hypothese de monotonie sur/: elle est 
decroissante. Nous allons done introduire la relation d’ordre en supposant, par 
exemple, que ci < c 2 . 




Soit (ci,C2) G R 2 tel que/(ci) = ci et/(c2) = C2. 

Supposons ci < C2. /etant decroissante, /(ci) ^ fici) done ci ^ C2, d'ou 
Cl = c 2 . 

De meme, si ci ^ C2, on obtient que ci = C2. 

Dans tous les cas on a ci = C2, ce qui montre I'unicite de c. 


On remarque que V hypothese de decroissance de/a servi deux fois dans des situa- 
tions completement differentes : pour l’existence du point fixe, via le theoreme de 
la limite monotone, et pour f unicite. 

Le resultat ne s’etend pas aux fonctions croissantes comme on le voit en conside- 
rant la fonction exponentielle. 
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De plus, meme quand un point fixe existe, il n’est pas forcement unique : il suffit de 
prendre pour/ 1’ application identite. 

3. Rappelons que toute fonction lipschitzienne est continue. Nous allons suivre le 
meme schema que pour la question precedente : separer l’existence et l’unicite et 
utiliser les limites a l’infmi de f(x) — x pour appliquer le theoreme des valeurs 
intermediaires. 


Existence : posons, pour x reel, g(x) = f(x) — x. g est continue comme difference 
de fonctions continues. Pour determiner les limites de g a l’infini on peut transfor- 
mer la valeur absolue en encadrement. 

- — On sait que, pour tous reels x et y, \f(x) — f(y) | < k\x — y| . 

—I • Avec y = 0 et x ^ 0 on obtient |/(x) — /(0)| < kx, soit 

—kx^f(x) — f(0)^kx et enfin/(0) — (l+k)x^g(x)^f(0)+(k — l)x. 
Comme k — 1 < 0 le membre de droite tend vers — oc quand x tend vers 
+oc d'ou : lim g(x) = — oc. 

x — >+oo 

• Avec j = 0 et x ^ 0 on a \x\ =—x d'ou I'inegalite |/(x) — /(0)| < —kx 
puis I'encadrement /( 0) + {k — \)x < g(x) < /( 0) — (k + \)x. Comme 
k — 1 < 0 le membre de gauche tend vers +oc quand x tend vers — oc 
d'ou : lim g(x) = +oo. 


L’ argument de la question precedente s’ applique mot pour mot : 

VT1 L'ensemble g(M) est un intervalle car K est un intervalle et g est continue 
W (theoreme des valeurs intermediaires). 

g(M) n'est pas majore (car g tend vers +00 en — 00 ) et n'est pas non plus 
minore (car g tend vers —00 en + 00 ). 

Le seul intervalle qui ne soit ni majore ni minore est R: on a done 

g(M) = R. 

g prend toutes les valeurs reelles, en particulier la valeur 0 : il existe un reel 
c tel que g(c) = 0 et on a alors /(c) = c. 


Unirite : soient c\ et ci deux points fixes de / La relation |/(x) — /(y)| ^ k\x—y\ 
est vraie pour tous les reels x et y. Cependant, les reels c\ et C 2 sont particulars car 
f (c\) = c\ et /(C 2 ) = C 2 : nous allons done ecrire cette relation avec x — c\ et 

y = C2. 
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Si ci C 2 alors |ci — C 2 I >0 d'ou, en divisant la relation precedente par 
|ci — C 2 I : k ^ 1 , ce qui contredit k e [0, 1 [ . 

Ainsi, ci = C 2 , ce qui montre que le reel c verifiant /(c) = c est unique. 

Dans le cours sur les fonctions derivees vous verrez que si / est derivable sur R et 
que, pour tout reel x, \ f (x)\ <r k, alors/est A-lipschitzicnnc (ce sera une conse- 
quence immediate de l’inegalite des accroissements finis). Ceci permet de verifier 
a peu de frais qu’une application (supposee derivable) est A-lipschitzicnnc. 

1,1 1 

Par exemple, avec f{x) = -cos(x), on a / (x) = — -sin(x) :/est done --lipschit- 

1 

zienne et il existe done un unique reel c tel que -cos(c) = c. L’ etude precise de ce 
point fixe est abordee dans l’exercice 5.10. 


Exercice 6.2 : Equation fonctionnelle 


Soit / : R — »■ R, continue, telle que, pour tout (x,y) e R 2 ,f(x+y) = f(x) + f(y). 
On souhaite montrer que, pour tout x e R,f(x) = xf(l) . 

1. Demontrer que, pour tout n e N, f (n) = nf( 1). Montrer que ceci reste vrai 
pour n e Z. 

2. En deduire que, pour tout x e Q,f(x ) = xf( 1) . 

3. Conclure. 


Le fait que l’on demande de calculer d’abord les valeurs de/aux points entiers sug- 
gere de debuter par une recurrence. 

Pour passer des valeurs de / (x ) avec x rationnel aux valeurs de/(x) avec x reel 
quelconque on utilisera la densite de Q dans R. En effet, nous savons que tout reel 
est limite d’une suite de rationnels. L’hypothese de continuite sur / permettra, a 
l’aide de la caracterisation sequentielle de la continuite, d’en deduire le resultat 
voulu. 

1. Calcul de f(n) pour n e N 

Le resultat etant donne par l’enonce, posons directement l’hypothese de recurrence. 
Afin d’alleger la redaction posons a = /( 1) . 




Pour n e N on pose H n : «/(«) = an ». 

• Hq est vraie : nous devons verifier que/(0) = 0. En prenant x = y = 0 
dans la definition il vient/(0) = /( 0 + 0) = /( 0) + /( 0), soit/(0) = 0. 
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L’astuce de calcul consistant a utiliser le fait que 0 = 0 + 0 est a essayer syste- 
matiquement lorsque Ton souhaite resoudre une equation fonctionnelle faisant 
intervenir des additions. 

Quand il y a des multiplications, c’est la relation 1 = 1x1 qui s’averera souvent 
bien utile. 

Vous rencontrerez couramment ce type de consideration dans les demonstrations 
du cours d’algebre. 


1 + 


• Soit n e N tel que H n soit vraie : autrement dit, on suppose que 
f(n) = an. Alors f(n + 1) = f(n) + /(l) (par definition de f). Or 
f (n) = an (par hypothese de recurrence) et/(l) = a (c'est la definition de 
a) donc/(/7 + 1) = an + a = a(n + 1). H n+ \ est done vraie. 

• Ainsi, d'apres le principe de recurrence, H n est vraie pour tout entier natu- 
rel n . 


Calcul de/(n) pour bgZ 

Nous avons ici besoin de calculer la valeur de/en des points connaissant sa valeur 
aux points opposes. La definition de/fait intervenir des sommes : il faut done relier 
les opposes et les sommes, par exemple en utilisant le fait que n + (—n) = 0. 


Sinon, —n e N donc/(— n) = a x (—n) = —an. 

D'autre part, 0 = /( 0) = f(n + (— n)) — f(n) + /(— n) = f(n) — an, 
d'ou /(/?) = an. 




ioir n t iLt. 

Si n ^ 0, on sait qu e/(«) = an. 


Ce raisonnement peut paraitre un peu laborieux mais il faut bien etre conscient qu’il 
est necessaire : 1’ equation fonctionnelle de depart ne faisant intervenir qu’une addi- 
tion il faut jongler pour faire apparaitre une soustraction. Dans la suite nous aurons 
le meme probleme avec des multiplications et des divisions qu’il faudra ramener a 
des sommes pour utiliser l’equation fonctionnelle de depart. 


2. Afin de calculer la valeur de / aux points rationnels il faut relier les nombres 
rationnels aux nombres entiers en utilisant des sommes. En effet, la definition de / 
fait intervenir les sommes mais pas les produits : aucune hypothese concernant les 
produits et quotients n’a ete faite. 


U> 


Soit rcQ:r = p/q avec p e Z et q e N*. 

On a : p = (p/q) + ■ ■ ■ + (p/q) (q termes dans la somme) done 

f(p) = f((p/q ) H b (p/q)) = f(p/q) H b f(p/q) 

(q termes dans la somme) 
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I Or f(p) = ap, car p e Z, done f(p/q) = ap/q. 

Ainsi, pour tout nombre rationnel x, f(x) = ax. 

3. Comme annonce nous allons obtenir les valeurs de / en un point quelconque a 
1’ aide de deux caracterisations sequentielles : celle de la densite et celle de la conti- 
nuite. 

, Soit rel.Q etant dense dans R il existe une suite (w„)neN de rationnels 
tendant vers x. 

On a done, /etant continue sur R : dm f(u„) = f(x). 

n— >oo 

D'autre part, pour tout n e N, f(u n ) = au n (car u n e Q). On a done 
dm f{u n ) = dm au n = ax. 

n — >co n — > oo 

Par unicite de la limite, il vient f(x) = ax. 

Ainsi, pour tout x e R,f(x) = xf( 1). 



Nous avons deja rencontre des equations fonctionnelles dans la section Equations 
differentielles. La demarche etait radicalement differente. 

Pour traiter une equation fonctionnelle, la methode est dictee par l’hypothese faite 
sur la fonction inconnue / : 


• si /est supposee derivable : utiliser la derivation pour faire apparaitre une equa- 
tion differentielle verifiee par/. Les solutions sont alors donnees par le cours. Des 
solutions parasites peuvent apparaitre a cause de la derivation, il faut done ensuite 
une etape de synthese (voir exercice 3.2) ; 

• si /est supposee continue : determiner les valeurs de/aux points rationnels, en 
commenfant par les entiers. Conclure par densite de Q dans R a l’aide de la carac- 
terisation sequentielle de la continuite. 


Exercice 6.3 : Cordes universelles 


Soit /une application continue de [0,1] dans R telle que/(0) = /( 1). Soit un 
entier n ^ 2. Montrer qu’d existe un reel c n £[0,1 — 1 /n\ tel que 
f(c n ) = f(c n + 1 In'). 

Comme precedemment nous allons modifier l’expression donnee afin de reformu- 
ler la question sous la forme : « montrer qu’il existe un reel c n e [0.1 — 1 / /;] tel que 
g(c n ) = 0 », avec g une fonction continue. L’outil adapte sera alors le theoreme des 
valeurs intermediaires. 

Il n’y a qu’un choix naturel : prendre g(x) = f(x + l/n) — f(x) pour 
x G [0,1 — \/n\. 

Il reste a montrer que g est continue (ce qui est clair) et qu’elle prend des valeurs 
positives et negatives afin de conclure par le theoreme des valeurs intermediaires. 
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Considerons les valeurs de g aux extremites : 

g(0) = f(l/n) - /( 0) et g(l - 1 /n) = /( 1) - /(I - l/n). 

Nous avons bien une hypothese sur/(0) et/(l) mais le probleme est que Ton a 
ainsi fait apparaitre/(l/n) et/(l — l/n) sur lesquels on ne sait absolument rien ! 
Afin de les faire disparaitre, on peut leur additionner respectivement 

g(l/n) = f (2/n) - f (l/n) 
et 

g(l -2/n) = f(l - l/n) - f(l -2/n) 
mais on fait alors apparaiti'c /(2/n) et/(l — 2/n), etc. 

Afin d’obtenir une somme « telescopique » ou tous les termes se simplifient sauf 
ceux qui nous interessent (/( 0) et/(l)) nous allons directement considerer 

n - 1 

J2s( k /n) = (/(l/n) - /(0)) 

k= o 

+(/ (2/n) - /(l/n)) 

+ ■■■ 

+(/(!- W -/(l -2/n)) 

+ (/(!) -/(I -l/n)). 

Dans cette somme, les termes se simplifient deux a deux et il ne reste que 
/ ( 1 ) — / (0) qui est precisement nul par hypothese. 

Soit 

g: [0,1 — l/n] -> R 

x f{x + l/n) - f(x) 

qui est clairement continue. 

On a alors : 

n — 1 

J>(*/n) = /(l) - /(0) = 0. 

k= o 

Les g(k/n) ne peuvent done tous etre de meme signe strict. 

Ainsi, il existe deux entiers distincts 1 et m (disons / < m ) compris entre 0 
et n — 1 tels que g(l/n) et g(m/n) sont de signes opposes. 
g etant continue sur [l/n,m/n] le theoreme des valeurs intermediates 
montre qu'il existe un reel c„ e [l/n,m/n\ (a fortiori c e [0,1 — l/n]) tel 
que g(c n ) = 0. 
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Soit / : R — > R une application continue. On suppose que / possede des limites 
finies A et fi en — oo et +oo respectivement. 

Pour x e] — 7 t/2,7t/ 2[ on pose g(x) = f(tan(x)). 

1. Montrer que g possede un prolongement par continuity a [— tt/2,tt/2] . On 
notera encore g cette fonction. 

2. A l’aide de g, montrer que /est bornee sur R. 

3. On suppose de plus que A = //. Montrer que / atteint l’une de ses bornes. 
Atteint-elle forcement les deux ? 

II est ici question de fonctions continues, de fonctions bomees et de bornes atteintes. 
Le theoreme adapte est done le suivant : toute fonction continue sur un segment est 
bornee et atteint ses bornes. 

Plus precisement, la fonction auxiliaire g est introduce de maniere a pouvoir lui 
appliquer ce theoreme et en deduire des renseignements sur la fonction /. 
Rappelons que « atteindre ses bornes » signifie « posseder un minimum et un maxi- 
mum » et que « atteindre au moins une de ses bornes » signifie « posseder un mini- 
mum ou un maximum ». 

1. Cette question est une application directe du resultat du cours concernant le pro- 
longement par continuity. 


Tout d'abord, g est bien continue sur ] — 7 t/2,7t/ 2[ comme composee de la 
fonction tangente, qui est continue sur ] — tt/2,tt/2[, et de/qui est conti- 
nue sur R. 

Appliquons le theoreme de composition des limites : comme 


En posant g(7r/2) = n la fonction g ainsi obtenue est continue en 7 t/2. 

De meme, en posant g(— ir/2) = A, la fonction g ainsi construite est conti- 
nue en — 7 t/2. 

2. Suivons 1’ argumentation proposee au debut de la solution : appliquons le theo- 
reme classique a g. On pourra ensuite revenir a/en utilisant le fait que, par defini- 
tion,//) = g(Arctan(t)) pour tout reel t. 



lim tan(x) = +oc 


on a 



lim g(x) = lim /(x) = /r e R. 
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W 


La fonction g est continue sur le segment [— 7r/2,7r/2] done bornee : il 
existe un reel positif A tel que, pour tout x e [ — 7t/2,7t/ 2] , |g(x)| < A. 
Considerons un reel quelconque f. Alors /(f) = g(Arctan(f)) done 
|/(f)| < A. 

Ceci montre que la fonction / est bornee sur R. 


3. Nous savons que, de plus, g atteint ses bornes : et notant m son minimum et M 
son maximum il existe deux elements u et v de [— 7r/2,7r/2] tels que g(u) — m et 
g(u) = M. 

On peut se ramener a/comme precedemment en utilisant/(tan(x)) = g(x) mais il 
y a un probleme : les valeurs prises par / sont celles prises par g sur ] — 7r/2, 7r/2[ . 
Autrement dit, si u (ou v ) est egal a ±7r/2,/(tan(n)) n’a pas de sens. Il va done fal- 
loir distinguer des cas selon que u ou v est egal a ±7r/2 ou non. 

T~T\ 8 etant continue sur [ — 7 t/2,7t/ 2] elle atteint ses bornes ; en notant m 
W (resp. M) sont minimum (resp. maximum) il existe done un element u (resp. 
v) de [— 7 t/2,7t/ 2] tel que g(u) = m (resp. g(v) = M). 

Distinguons trois cas. 

• Si mg] — 7t/2,7t/2[ : posons f = tan(u). On a alors /(f) = g{u) = m. 

D'autre part, m est un minorant de / car, pour tout x G R, 

fix) = g(Arctan(x)) ^ m . 

Ainsi, m est le minimum de/. 

• Si v g] — 7r/2,7r/2[ : posons f = tan(u). On a alors /(f) = g(v) = M. 

D'autre part, M est un majorant de / car, pour tout x G R, 

fix) = g(Arctan(x)) < M. 

Ainsi, M est le maximum de/. 

• Sinon, u et v sont tous deux extremites de [— ir/2,n/2\. 

Ainsi, g(u) est egal a A ou a //, idem pour g(v). 

Or il a ete suppose dans cette question que A et /i etaient egaux : on a done 
giu) = giv) , i.e. m = M. 

Par definition de m et M on a, pour tout x G [ — 7t/2,7t/2] , m < gix) < M. 

Comme m = M la fonction g est done constante ; comme f = go Arctan 

la fonction / Lest egalement et atteint done son maximum et son minimum 
en tout point. 



L’hypothese A = // a bien ete utilisee dans le dernier point. 

Elle etait bien essentielle : en prenant pour /la fonction arctangente, on voit que 
si A / // la fonction /peut ne posseder ni maximum ni minimum. 


Afin de repondre a la question ouverte if atteint-elle forcement ses deux bornes ?) 
examinons les conclusions de chacun des points. 
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On voit que si u et v sont tous deux elements de ] — tt/2,tt/ 2[, f atteint ses deux 
bornes ; il en va de meme si ni u ni v ne sont elements de cet intervalle ouvert. 
Pour trouver un contre-exemple il faut chercher un cas ou u e] — 7t/2,7t/2[ et 
v = ±7t/2 (ou le contraire). En prenant pour g la fonction valeur absolue on a bien 
cette situation (avec m = 0, M = tt/2, u — 0 et v — ±7t/2). 

Ceci suggere de considerer la fonction/ : x i-» |Arctan(*)|. 


If 


Soit / :t£lh> |Arctan(.x)| . 

/est continue surM et possede, en +oo et — oo, des limites qui sont egales 
(a savoir 7t/2). 

/ possede un minimum qui est 0, atteint pour x = 0. 

Cependant, / n'a pas de maximum : en effet, la borne superieure de/sur M 
est 7t/2 mais/ ne prend pas cette valeur. 

Ainsi, il est possible que la fonction / n'atteigne pas ses deux bornes. 


Exercice 6.5 : Fonction continue injective 


Soit I un intervalle et/une application continue sur I et injective. Le but de cet 
exercice est de montrer que / est strictement monotone sur I. 

On fixe deux elements a et b de I avec a < b. f etant injective, f(a) / fib). 
Supposons/(a) < f{b). 

Soient x et y deux elements de I avec x < y. Pour t e [0,1] on pose g(t) = 
/((l - t)b + ty) - /(( 1 - t)a + tx ). 

1. Montrer que g est continue sur I et ne s’annule pas. 

2. Determiner le signe de g(0) puis de g ( 1) . 

3. En deduire que / est strictement croissante. 

4. Que dire si f(a) > f(b) ? 

1. Comme souvent la continuite de g est simple a verifier car elle est construite par 
composition et difference de fonctions continues. 



Il faut prendre garde aux notations : ici les lettres a, b, x et v designent des reels 
fixes, la variable etant la lettre t. 


I* 


Les applications 1 1-> (1 — t)a + tx et r i — ^ (1 — t)b + ty sont continues 
car affines. g est done continue comme difference de composees de fonc- 
tions continues. 


Pour montrer que g ne s’annule pas on peut raisonner par l’absurde : si g s’annule 
en un point u on obtient deux points ou/prend la meme valeur et l’hypothese d’in- 
jectivite de / intervient alors naturellement. 
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Supposons qu'il existe u e [0,1] tel que g(u) = 0 : on a alors 
/(( 1 — u)b + uy) = /(( 1 — u)a + ux). 


f etant injective il vient 

(1 — u)b + My = (1 — u)a + ux. 

On en deduit 


(1 — u){b — a) = u(x — y). 

Or on a Z? — a > 0, x — y<0, m ^ 0 et 1 — h > 0 : on a done 
(1 — u){b — a) ^ 0 et m(x — y) < 0 
d'ou, ces deux quantites etant egales, 

(1 — u){b — a) — u(x — y) — 0. 

Comme b — o^Oetx — y=/0onen deduit 1 — u = u = 0, soit u = 0 
et m = 1 : e'est absurde. 

Ainsi, g ne s'annule pas sur [0,1]. 

2. II est ici question d’etudier le signe de g qui est continue sur un intervalle : nous 
utiliserons done le theoreme des valeurs intermediaires. 




Une fonction continue sur un intervalle prenant des valeurs de signes oppo- 
ses s'annule (theoreme des valeurs intermediaires). 
g est continue sur I'intervalle [0,1]. Comme elle ne s'annule pas, elle est de 
signe strict constant (contraposee de I'argument precedent) : g(0) et g(l) 
sont done de meme signe strict. Org(O) = fib) — f(a) > 0 par hypothese 
done g(l) > 0. 


3. Par definition, g(l) = /(y) — fix) . Nous venons done de voir que 
fiy) - fix) > 0. 

On a done demontre que, pour tous x et y de I tels que x < y,/(jt) < fiy) :/est 
done strictement croissante. 


4. II y a deux manieres de traiter ce type de question : 

• soit refaire tout ce qui precede en changeant le sens des inegalites, eventuellement 
avec des ellipses du type « par un calcul analogue », ce qui n’est ni efficace ni tres 
elegant ; 

• soit se ramener au cas precedent en introduisant une fonction auxiliaire qui veri- 
fie les hypotheses du debut de l’exercice. 

On voit que — / verifie les hypotheses des questions precedentes et nous allons done 

utiliser le resultat precedent applique a cette fonction. 
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[.'application — / est continue et injective sur I ; de plus, —f (a) < —f(b). 
Ainsi, d'apres ce qui precede, — / est strictement croissante sur /, done/ est 
strictement decroissante sur I. 


Nous avons done demontre que, dans tous les cas, 1’ application / est strictement 
monotone sur I. 


Exercice 6.6 : Fonction lipschitzienne et continuite uniforme (MPSI) 


1. Montrer que la fonction x i-> y/x est uniformement continue sur R + mais 
qu’elle n’est pas lipschitzienne (ce dernier point est accessible aux eleves de 
PCSI et PTSI). 

2. Montrer que la fonction jc i — >■ — n’est pas uniformement continue sur Ml bien 

x 

qu’elle soit continue. 

1. II y a deux proprietes a montrer : l’une « positive » (la fonction est uniformement 
continue) et 1’ autre « negative » (elle n’est pas lipschitzienne). 

La notion de fonction lipschitzienne etant plus simple que la notion de continuite 
uniforme, nous allons commencer par elle. 

Pourx e R+ posons/(x) = y/x. 


f n’est pas lipschitzienne : raisonnons par l’absurde. 

Si / etait lipschitizienne il existerait une constante k telle que, pour tous reels 
positifs x et y, \f(x) — f(y)\ < k\x — y| . Autrement dit, pour x y, 

f(x)-f(y) 

^ k. 

x - y 

Gcomctriqucmcnt, ceci signifie que les pentes des secantes a la courbe representa- 
tive de la fonction sont toutes, en valeur absolue, inferieures ou egales a k. 
Cependant, il est clair que si les points x et y sont « proches » de 0 la pente de la 
secante va devenir « grande ». Sur la figure suivante, nous avons trace les deux 
secantes correspondant aux choix (x,y) = (0,1) et (x,y) = (2,8). 
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Nous allons done considerer le cas particulier y = 0 puis faire tendre x vers 0. Ainsi 
nous aurons les secantes avec les plus grandes pentes et done, probablement, notre 
contradiction. 

Supposons qu'il existe un reel positif k tel que : 

V(* ,y) e M+,|Vx - *fy\ < k\x - y\. 

Alors, en particulier, pour y = 0 : 


U' 


Vx G R + ,\/jr < kx. 

Pour x > 0 on a done, en divisant par x : 

1 


V* e 


< k. 


+, v^ 

Enfin, en considerant la limite quand x tend vers 0 : 


+oc ^ k 


ce qui est absurde. 

Ainsi, / n'est pas Lipschitzienne surM+. 


On peut raisonner de maniere legerement differente : en fixant x =/ 0 et en faisant 
tendre y vers x on obtient \f(x)\ < k, i.e. — — < k, ce qui mene a la meme contra- 

2y/x 

diction. 

Dans ce nouveau raisonnement nous avons en fait commence par le passage a la 
limite, i.e. nous avons remplace la condition sur les pentes des secantes par une 
condition sur les pentes des tangentes. 

/ est uniformement continue : cette question est plus delicate. 

Avant de commencer, ecrivons la conclusion que l’on souhaite obtenir : quel que 
soit le reel e > 0, il existe un reel ry > 0 tel que, pour tous les couples (x ,y) de reels 
positifs, si \x — y\ < rj alors \f(x) — f(y)\ < e. 

Nous devons done, e etant donne, trouver un reel r/ > 0 tel que l’on puisse passer 
de l’inegalite \x — y| < ry a \y/x — <Jy \ < s. La subtilite de la continuite uniforme 
est que ce reel ry doit etre le meme pour toutes les valeurs de x et y. 

Nous cherchons done a introduire une relation entre \x — y \ et \ s/x — <Jy\ . 

La premiere chose qui vient a 1’ esprit est de reconnaitre une difference de carres : 

\x- y\ = IVx 2 - v7 2 1 = \ V* - Vy\\V* + Vy\- 
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Afin d’y voir plus clair, supposons x < y. Ceci n’influera pas le resultat puisqu'il y 
a des valeurs absolues dans tous les termes. 

On a alors : 


y ~ x = (Vj - V*)(Vy + \fx) 


soit 


vy-vy 


y-x 

vy+vy 


Comme 0<x<y,ona0<y — x < y et done 

y/y - x < vy < yy + v* . 

Ainsi, on obticnt ! ^ y/y-x. 

Pour avoir *Jy — < e, il suffit done d’ avoir y — x < e 2 . Autrement dit, le choix 

rj = e 2 convient. 



L’inegalite ^Jy — ~Jx <J ^Jy — x (en n’oubliant pas que x faute de quoi on a 
seulement | fy — y/x\ ^ *J\y — x| ) peut aussi se lire comme l’inegalite clas- 
sique : y/a + b ^ yfa + y/b (en prenant a = x et b = y — x). 

Cette derniere vient du fait que a + b^a + b + 2 yfab — ( yfa + y/b ) 2 en consi- 
derant ensuite la racine carree. 

II est toujours profitable de connaitre (ou, au moins, de savoir retrouver) ce type 
d’inegalite : cela permet de ne pas etre bloque par une expression avec des racines 
carrees. 


1 * 


Soit un reel e > 0 et posons 77 = e 2 > 0 . 

Soient x et y deux reels positifs tels que \x — y| < 77. Nous pouvons, sans 
perte de generalite, supposer x < y. 

Alors : 


De plus : 


\Vx - Vy\ 


\x-y\ 
sfx + yfy' 


sfx + sfy > yfy > y/y - x 


d'ou : 


IV* - vyi < V\x - y I - e. 
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En resume nous avons demontre : 

Ve e M+, 3 ?/ e M* ,V(x,y) e K+,|x - y| < 77 => \ f( x ) - /(y)| < e 

ce qui signifie exactement, par definition, que/est uniformement continue 
sur R + . 


2 . Comme precedemment, pour demontrer ce resultat negatif, nous pouvons tenter 
un raisonnement par l’absurde. 

Pour x e M‘| posons g(x) — - et supposons que g soit uniformement continue 
x 

sur R* . 

1 1 

Soit un reel e > 0. II existe un reel 77 > 0 tel que, si \x — y| < r), \ 1 < e, i.e. : 

x y 

|y-*l ^ 

< £. 

xy 


Le probleme est que l’on ne peut pas faire tendre x vers 0 sans precaution dans cette 
expression : x et y ne sont pas tout a fait quelconques, ils doivent verifier la rela- 
tion \x — y\ ^ 77. Une strategic est done de considerer des valeurs particulieres de y 
pour eliminer cette variable et n’ avoir plus que la seule variable x. 

Pour cela, on peut prendre y = x + ij : on a alors bien y e et \x — y| < et 
l’inegalite ci-dessus devient la propriete 


Vx e 


V 

x(x + 77) 


< £ 


dont on voit clairement qu’elle est absurde en faisant tendre x vers 0. 

Enfin, on constate que le choix de e est indifferent : on n’a pas besoin de verifier 
ceci pour tout reel e > 0 , un seul suffit ; nous pouvons par exemple prendre e = 1 , 
ce qui allegera la redaction. 

T~ Supposons que g soit uniformement continue sur !Pj_. 

__l Alors il existe un reel 77 > 0 tel que : 

V(x,y) e (K+) 2 ,|x - yK ? 7 =>• IgCO - g(y)l < 1. 

En considerant un reel x > 0 quelconque et en posant y = x + r\ on a bien 
(x,y) e (M+) 2 et |y — x\ < 77. Ainsi : 


x (x + rj) 
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Cette inegalite est vraie pour tout reel x > 0 ; en considerant la limite 
quand x tend vers 0 on aboutit a 

+oo < 1 

ce qui est absurde. 

Ainsi, g n'est pas uniformement continue sur R* . 



On sait que, si/est une fonction d’un intervalle I dans R, on a les implications : 
/ lipschitzienne =)- / uniformement continue =£• / continue. 


Les exemples ci-dessus montrent que les implications reciproques sont fausses. 
Cependant, avec des hypotheses supplementaires, elles peuvent etre vraies : 

• si/est continue sur un segment alors elle est uniformement continue (theoreme 
de Heine) ; 

• si/est de classe C l sur un segment alors elle est lipschitzienne (consequence de 
1’ inegalite des accroissements finis). 

II existe un certain nombre d’autres conditions suffisantes pour qu’une fonction 
soit lipschitzienne ou uniformement continue sur un intervalle qui n’est pas neces- 
sairement un segment ; cependant, seules les deux citees ici sont au programme. 


Exercice 6.7 : Continuite uniforme et limite (MPSI) 


Soit/ une application uniformement continue de R+ dans R. 

On suppose que, pour tout reel strictement positif t, la suite (/(«0)neN tend vers 
0 quand n tend vers +oo. 

1. Soit un reel h > 0. Montrer qu’il existe un reel <5 > 0 et un entier naturel N 
tels que : 

i) pour tout (x,y) e tel que \x — y\ < S, \f(x) — f(y)\ < h ; 

ii) pour tout entier n / N, \f(nS)\ < h. 

2. Montrer que lim f(x) = 0. 

^—>+00 

Dans l’hypothese, on fait tendre rentier n vers +oo, le reel t ayant ete prece- 
demment fixe de maniere arbitraire. Autrement dit, on suppose que des suites 
convergent vers 0. 

Dans la conclusion, en revanche, e’est la fonction/ qui tend vers 0. 


1. On reconnait ici deux definitions du cours : la continuite uniforme et la limite 
d’une suite. II n’y a done qu’a traduire correctement les hypotheses de Tenoned 
pour avoir le resultat de cette question preliminaire. 
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Par definition de la continuity uniforme il existe un reel 8 > 0 tel que : 

VOc.y) e R 2 + ,\x - y\ < S =» | /(x) - f(y)\ < h. 

De plus, en prenant t = 8 dans I'hypothese de I'exercice : la suite de terme 
general f(nS) tend vers 0 quand n tend vers +oo. Ainsi, par definition de 
la limite d'une suite, il existe un entier naturel N tel que : 

V;i e N ,n ^ A =£> \f(n8)\ ^ h. 

Le reel 8 et rentier N ci-dessus conviennent done. 

2. Avant de commencer, ecrivons le resultat auquel on souhaite arriver : 

Pour tout reel e > 0, il existe un reel positif A tel que, pour tout reel x ^ A, 

1/001 O 

Fixons done un reel e > 0 et cherchons un tel A. 

D’apres le deuxieme point de la question precedente, en prenant h = e, on a 
l’inegalite |/(x)| < e pour les reels x de la forme n 8 avec n ^ N. C’est presque ce 
que l’on souhaite : il faudrait juste obtenir une telle inegalite pour tous les reels x 
superieurs ou egaux a N 8, plutot que de ne 1’ avoir que pour les reels de la forme 
n 8, et on concluerait en prenant A = N 8. 

Les nombres de la forme n 8, avec n entier, sont repartis de 8 en 8. Ainsi, tout reel 
positif x est distant d’un tel nombre d’au plus 8. Plus precisement, a l’aide de la par- 
tie entiere, on peut demontrer que pour tout reel positif x il existe un entier naturel 
in tel que m 8 ^ x < (in + 1) 8. 

Graphiquement, sur la droite reelle : 


w 


0 8 28 ... md (m + l)d 


x 


On a alors |x — m <5| < <5 et done, |/(x) — f(mS)\ < e. 

Nous pouvons maintenant obtenir un renseignement sur/(x) : d’apres l’inegalite 
triangulaire, 

1/001 - I fix) - f(m 8 ) + f(m 5)| < |/00 - f(m 5)| + | f(m 5)| 
et ceci est inferieur ou egal a 2e si m ^ /V, i.e. si x ^ N 8. 
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On aurait prefere une maj oration par e plutot que 2e pour obtenir exactement la 
definition du resultat demande ; pour cela, on reprend tout a l’identique mais avec 
h = e/2. 




Soit un reel e > 0 et posons h = e/2. 

Considerons le reel 8 > 0 et I'entier naturel N donnes par la premiere ques- 
tion. 

Soit un reel x ^ N 8 et posons m = E{x/8) . 

On a alors : 


m < — < m + 1 

<5 


soit, com me 5 > 0 : 


0 ^ x — m8 < 8. 


De plus : 

1/0)1 - I/O) - f{m5) + f(m8 ) | < | f{x) - f {mS)\ + \ f(m8)\. 


Comme |x — m8 | < 8 on a |/(x) — f(m8 ) | < h. 
x 

Enfin, - ^ N qui est un entier done m ^ N (car m est le plus grand entier 

o 

x 

inferieur ou egal a -). Ainsi, \f(m8)\ < h. 

8 

En conclusion : 


1/0)1 < 2 h = e. 

Resumons tout ce qui vient d'etre dit a I'aide de quantificateurs et en notant 
A = N 8 : 

Ve e R* ,3A e R+,Vx e R+,x > A =► |/(x)l < e. 

Par definition de la limite en +oo ceci signifie exactement : 
lim / O) = 0. 

x — >+oo 
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developpements 
li mites 



w 


Exercice 7.1 : Applications du theoreme de Rolle 


Soient I un intervalle, / une application deux fois derivable de I dans R. 

On considere trois elements a, b et x 0 de I tels que a < xq < b. Pour x e [a,b] 

m - f(a ) 


/(a) - (x -a)- 


(x — a)(x — b)A , A 


on pose g(x) = fix) 

u — a 

constante reelle. 

1. Montrer qu’on peut choisir A de sorte que g(a ) = g(x o) = g(b) . 

2. En deduire, en appliquant plusieurs fois le theoreme de Rolle, qu’il existe un 


element c de ]a,Z?[ tel que 


fix o) - f{a) fib) 


Xq — a 


fja) xq_ 


-f'ic). 


C’est un exercice typique d’application du theoreme de Rolle : pour demontrer un 
resultat sur / on introduit une fonction auxiliaire g a laquelle on applique une ou 
plusieurs fois ce theoreme. C’est d’ailleurs par un tel procede que l’on peut deduire 
l’egalite des accroissements finis du theoreme de Rolle. 


1. On voit sur la definition de g que g(a ) = gib ) = 0 : on souhaite choisir A tel que 
g(x 0 ) = 0. 

Raisonnons par analyse-synthese : si un tel reel A convient on a alors 


fix o) - fia ) - Oo - a) 


fib ) - fja) 
b — a 


(x o — fl)(x o — b)A = 0 
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done 


(xo - a)(x 0 - b)A = f(xo) - f(a) - (x 0 - a) 


fib) - fja ) 
b — a 


Or xo est distinct de a et de b done on peut diviser l’egalite par (xo — fl)(*o — b ) , 
ce qui donne 


A - 


1 


(x 0 - fl)(x 0 - b) 


fix 0 ) - /(a) - (x 0 - a) 


fib) - fja) 
b — a 


Pour la redaction, on se contentera de poser cette derniere formule, en n’oubliant 
pas de justifier qu’elle a un sens, et de verifier qu’elle convient. 


XO 


II est clair que g(a) = gib) = 0. 
Posons 


A - 


(x 0 - a)(x 0 - b) 
est licite car xo — a et xq 


fix o) - fia) - (x 0 - a) 


fib)- fja) \ 
b — a ) 


; ceci 


ne sont pas nuls. On a alors clairement : 


g (x 0 ) = 0 = gia) = gib). 


Cette reponse peut paraitre surprenante ! L’ unique argument mathematique attendu 
est la justification de la division par (xo — a)(xo — b ) , i.e. que ce reel n’est pas nul. 
Dans une telle situation il ne faut pas chercher a trouver une expression plus simple 
pour A : e’est precisement l’objet de la suite de l’exercice. 


2. En appliquant le theoreme de Rolle a g on obtiendra un ou plusieurs points ou g' 
s’annule. Cependant, l’expression de g' fera intervenir f alors que la reponse 
contient/" : on appliquera done a nouveau le theoreme de Rolle a g' pour obtenir 
le resultat. 

D’ autre part, g verifie bien les hypotheses du theoreme de Rolle sur \a,b] mais on 
a mieux : elle les verifie sur [a,xo] et [xo ,b]. Ainsi, on pourra appliquer deux fois le 
theoreme de Rolle a g' sur deux segments distincts, ce qui fournira deux points ou 
la derivee s’annule ; on pourra alors appliquer le theoreme de Rolle a g' entre ces 
deux points pour aboutir au resultat demande. 




g est continue sur [a,xo] et derivable sur ]n,xo[ ; de plus, gia) = g(x o). 
D'apres le theoreme de Rolle il existe un reel c\ e]a,x 0 [tel que g'ic\) = 0. 
Le meme raisonnement sur [xo,^] montre qu'il existe un reel ci e]xo,M tel 
que g'icf) = 0. 
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Enfin, on a bien ci < C2 ; g' est continue sur [ci,C2], derivable sur ]ci,C2[ 
et g'(c\) = g'(c 2 ) : d'apres le theoreme de Rolle il existe done un reel 
c e]ci,C 2 [ (a fortiori c £\a,b[) tel que g"(c) = 0. 

D'autre part on a, pour tout x e [a,b] : 


g'(x) = f(x) - 


fib) - f(a) 
b — a 


— (2.x — a — b)A 


d'ou 


g"(x) = f"(x)-2A. 

En particular, pour x = c, il vient : 

En remplaqant A par sa valeur dans la relation g(xo) = 0 il vient 

, , , Jib)~f(a) (xQ — a)(xo — b) 
fix o) = fia) + Oo - a ) 1 / (c) 


soit, en soustrayant/(a) et en divisant par — a - qui n'est pas nul : 
fix o) - fia ) fib) - f(a) x 0 - b 


xo — a 


+ 


fie). 


Voici une illustration graphique : les quotients consideres sont les pentes des deux 
droites, le resultat permet done d’estimer la difference de ces pentes a l’aide de/". 
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Exercice 7.2 : Application de I'egalite des accroissements finis 


Soient I un intervalle, / une application deux fois derivable de I dans R, a ct b 
deux elements de I avec a < b. 

n , f(fl) + f(x) ( (a+x\ 2 \ 

Pour x € I on pose g(x) = I / I — - — I + (x — a) A I , ou A 

est une constante reelle. 

1. Montrer qu’on peut choisir A de sorte que g{a) = g(b) = 0. 

2. Montrer qu’il existe c £\a,b\ tel que g'(c ) = 0. 

3. En appliquant I’egalite des accroissements finis a f entre deux points bien 
choisis en deduire qu’il existe d £\ci,b\ tel que : 

f(a ) + fib) _ j- ( a + b ^ + (b-a) 2 

II s’agit du meme type d’exercice que le 7.1. La difference est qu’ici, au lieu de 
n’appliquer que le theoreme de Rolle, on utilisera egalement I’egalite des accrois- 
sements finis. 


1. Vu qu’on a clairement g(fl) = 0, il faut choisir A tel que g(b) = 0. Ceci est 
simple en prenant le probleme « a l’envers » : si A convient. alors : 


o = t<w = =™±M-,/ 


a + b 


+ (b- a ) 2 A 


et le reel 


1 

( b — a) 2 


f(a) + f(b) 




a + b 


convient done, tout simplement ! 



Pour determiner la valeur de A convenant nous avons divise par (b — a) 2 ; la 

reponse n'est done correcte que si I'on justifie cette division, i.e. qu’on veri- 
fie que ( b — a) 2 ^ 0, ce qui est evident mais doit neanmoins etre signale. 


m 


Posons A — 


1 


(. b — a) z 


/(«) + m 


-f 


a + b 


, ce qui est licite car 


^ b. Avec ce choix de A on a clairement g(b) = 0 — g(a). 


2. Les hypotheses du theoreme de Rolle sont verifiees et meme clairement mises en 
valeur. . . 
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I g est derivable sur [ a,b ] et g(a) = g(b ) : d'apres le theoreme de Rolle il 
existe done c e\a,b[ tel que g'(c) = 0. 



L’enonce precis du theoreme de Rolle demande en fait que g soit continue sur 
[a,b] et derivable sur ]a,b[ ; ceci est bien verifie quand g est derivable sur [a,b] 
tout entier ! 

Le fait qu’on ne demande pas la derivabilite en a et b ne signifie pas que la fonc- 
tion ne doit pas y etre derivable mais uniquement que le resultat reste vrai qu’elle 
le soit ou non. 


3. On a, pour tout x e I : 

, 1 , 1 , / a + x \ 

g\x) = -f\x) - -/' J - 2(X - a) A. 



D’une part,/ (a) est une constante done sa derivee est nulle. 

D'au„e pan. a « / (^) es, u „e compos plus precis™, de/par une 
fonction affine, d’ou le facteur 1 /2 quand on derive. 


En ecrivant que g'(c) = 0 on aura done 1’ expression d’une variation de/', a savoir 
' a + c ' 


f'(c) - f 


. On peut exprimer ceci a l’aide de f" grace a l’egalite des 


accroissements finis apres en avoir bien sur verifie les hypotheses. 

On sait que g'(c) = 0 ce qui donne, en regroupant les termes en f a gauche 
de I'egalite : 


/'(c) - r 


a + c 


a + c 


< c et/' est derivable sur 


= 4(c — a) A 
a + c 


-,c 


: on peut done appliquer I'ega- 


lite des accroissements finis a/' entre ces deux points. 
a + c 


Ain si, il existe d e 

f\c) - /' 


2 

a + c 


tel que 


a + c 


„ c — a „ 
fid) = 


c — ci .. 1 .. 

On a done — - — / (d) = 4(c — d)A soit, comme c / a, A — -f (d). 
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~| a + c r 

Remarquons que d e — - — ,c done, a fortiori, d €.\ci,b[. 


Enfin, en reportant cette valeur de A dans l' expression de g(x) pour x = b 
on obtient : 


Voir exercice 6.4 

1. Soit / une application derivable de R dans lui-meme possedant une meme 
limite finie A en +oo et — oc. En considerant l’application g = f o tan montrer 
qu’il existe c e R tel que//c) = 0. 

2. Soit /une application derivable de M + dans R telle que lim f (x ) = /( 0). 


Par un procede analogue, montrer qu’il existe c e M* tel que /'/c) = 0. 

Nous pouvons representer graphiquement une fonction de la forme de la premiere 
question, les tangentes horizontales marquant les points oil la derivee est nulle : 


1. Reprenons la demarche de l’exercice 6.4 : pour cela, on commence par prolon- 
ger g par continuite en ±7t/2 puis on verifie que les hypotheses du theoreme de 
Rolle sont verifiees. A partir d’un reel 7 e] — 7t/2,7t/2[ tel que g'( 7 ) = 0 on 
construit un reel c tel que f '(c) = 0 . 





-4 -3 -2 -1 0 


2 3 4 


W 


144 


Soit g : ] — 7t/2,7t/2[ — > R, x /(tan(x)) . 

g est derivable sur ] — 7r/2,7r/2[ comme composee de la fonction tangente, 
derivable sur cet intervalle, et de/, derivable sur R. 


© Dunod. La photocopie non autorisee est un delit. 


Chapitre 7 • Derivation, developpements limites 


De plus, par composition des limites, on a 

lim g(x) = A = lim g(x). 

x^-tt/2 *— >•— 7r/2 

En posant g(— tt/2) = g(ir/2) = A on obtient done une fonction continue 
sur [ — 7r/2,7r/2] . 

En resume : g est continue sur [— 7 t/2,7t/ 2], derivable sur ] — 7 t/2,7t/ 2[ et 
g(— 7 t/2) = g(ir/2) : g verifie done les hypotheses du theoreme de Rolle et 
il existe done un reel 7 s]- tt/2,tt/2[ tel que g'( 7) = 0. 

Autrement dit : 

(1 + tan 2 (7) ) /' (tan (7) ) = 0 

soit/'(tan(7)) = 0 car 1 +tan 2 (7) =f= 0. 

En posant c = tan (7) e M, on a donc/'(c) = 0. 



Nous aurions pu egalement utiliser le resultat de l’exercice 6.4 (qui est cependant 
hors-programme) :/est continue sur R. (car derivable) et possede une meme limite 
finie en — 00 et +00 done /est bornee et atteint au moins une de ses bornes en un 
point c. 

Or la derivee d’une fonction derivable qui possede un maximum ou un minimum 
en un point qui n’est pas l’une des extremites eventuelles de son intervalle de defi- 
nition (ce qui est le cas ici, cet intervalle etant R il n’a pas d’extremites) s’annule 
en ce point, d’ou/'Cc) = 0. 

Le lecteur attentif aura par ailleurs reconnu, dans le raisonnement de l’exer- 
cice 6.4, une demarche semblable a la demonstration du theoreme de Rolle : 
demonstration de l’existence d’extrema puis localisation des points ou ils sont 
atteints. 

Notons enfin que g n’est pas forcement derivable en ±7t/2, ce qui ne pose aucun 
probleme pour appliquer le theoreme de Rolle puisque ses hypotheses n’ exigent 

que la derivabilite sur l’ouvert. Par exemple, avec f(x) = -Ji t 2 - /A — Arctan 2 (x) , 
on a g(x) — sJ-k - /4 — x 2 qui n’est pas derivable aux extremites. 


2. Nous allons refaire le raisonnement precedent mais avec [0,7r/2[ a la place de 
] — 7 t/2,7t/ 2[ : il n’y a ici a considerer qu’un prolongement, a savoir en 7r/2. 


U> 


Soit g : [0, 7r/2[ — > i-> /(tan(v)). g est derivable sur [0,7r/2[. 

De plus : 

lim g(x) = /( 0) 

JC — >7T/2 


done, en posant g( tt/2) = /( 0), on obtient une fonction g continue sur 
[0,7 t/ 2] et derivable sur [0,7 t/2[. 
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De plus, g(0) = /( 0) = g(7r/2) done, d'apres le theoreme de Rolle, il 
existe un reel 7 e]0,7r/2[ tel que g'if) = 0, i.e. 


En posant c = tan( 7 ) e R+ on a alors (1 + c 2 )f'{c) = 0 soit, comme 
1 +c 2 4 0 ,f'(c) = 0. 


Calculer les derivees successives de /. 

La fonction est donnee sous forme d’un produit et le calcul de la derivee 77 -ieme 
d’un produit fait naturellement penser a la formule de Leibniz. Cette formule est 
utile si on sait effectivement calculer les derivees successives de chaque facteur du 
produit. Or, ici, ces facteurs sont : 

• un polynome, dont les derivees successives sont identiquement nulles a partir d’un 
certain rang ; 

• une exponentielle, dont les derivees successives peuvent se calculer aisement par 
recurrence. 

La presence du polynome aura pour effet de tronquer la somme obtenue par appli- 
cation de la formule de Leibniz : en effet, sa derivee sera nulle a partir d’une cer- 
tain rang (ici, a partir de la derivee troisieme). 

Commenqons done par determiner ces derivees successives, la formule de Leibniz 
permettant de conclure. 


D'autre part, pour tout reel x et tout entier naturel n, on a 

h (n) {x) = (-\) n e~ x . 

Ainsi, d'apres la formule de Leibniz, on a pour tout reel x et tout entier natu- 
rel n : 


(1 + tan 2 ( 7 ))/ , (tan( 7 )) = 0. 



On considere la fonction / defmie pour x e R par 

f{x) = (x 2 + 2x — l)e~ x . 



Pour x e M posons g(x) = x 2 + 2x - 1 et h(x) — e x . 

D'une part, on a, pour tout reel x : 


g(x) = x 2 + 2x — 1 
g(x) =2x + 2 

g(x) = 2 

g {n) (x) = 0(n>3). 
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f< n >(x) = £ ( n ^g (k Hx)h (n - k) (x). 

Comme la fonction g <k> est identiquement nulle pour k ^ 3, la somme precedente 
s’arrete en fait k k = 2 si n >2. 

Ecrire 

E (%«\x)h*- k \x) = £ (%«\x)h*- k \x) 
k = 0 ^ k = 0 W 

car g® =0 si A: ^ 3 n’est pas rigoureusement exact : en effet, si n — 1 par 
exemple, la somme s’arrete a k — 1 ; que signifierait alors le terme pour k — 2, 
a savoir ? Nous allons done traiter a part les cas particuliers 

n — 0 et n = 1 . 



le 


Pour n^2 il vient successivement : 

f (n \x) = g(x)h (n \x) + ng' (x)h (n ~ l \x) + ^ g'\x)h (n ~ 2 \x) 

= (x 2 + 2x - 1)(-1)'V X + n (2x + 2)(-iy , - 1 e- x 


= (— l)"e x ((x 2 + 2x — 1) — n(2x + 2) + n(n — 1)) . 
= (-!)"«“* (x 2 + 2(1 - n)x + 77 2 - 377 - 1). 


II reste a traiter le cas des premieres derivees (n = 0 ou 1). Celles-ci se calculent 
directement sans probleme. 


Par ailleurs, pour tout reel x : 

/ (0) (x) = f{x) = (x 2 + 2x - \)e~ x 
fix) = ~(x 2 -3)e~ x . 

On remarque que la formule etablie plus haut est encore valable avec n = 0 
ou 77 = 1 ; nous avons done etabli : 

V?7 e N ,Vx e M,/ <n) (x) = (-l)"<r x (x 2 + 2(1 - n)x + n 2 - 2>n - 1). 


ie 
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Exercice 7.5 : Formule de Leibniz et coefficients du binome 


On fixe une entier naturel n. 

1. Calculer de deux fa 5 ons differentes la derivee n-ieme de la fonction x i-> x 2n 
(on pourra par exemple ecrire x 2n = x" x x n ). 

2. En deduire la valeur de 

3. Retrouver la valeur de cette somme en calculant de deux fa 5 ons differentes le 
nombre de sous-ensembles de {1,. . . ,2n} de cardinal n. 



Notons que la derniere question utilise uniquement des techniques de denombre- 
ment, ce qui est l’origine meme des coefficients binomiaux ; il y a bien souvent 
deux fagons d’etablir des relations verifiees par ces coefficients : par le denombre- 
ment ou par le calcul en utilisant les formules qui les font intervenir, a savoir la for- 
mule du binome de Newton et la formule de Leibniz. 


Illusions ces methodes sur un exemple simple bien connu 
peut se demontrer : 



= 2". Ceci 


• en remarquant que la somme n’est autre que le nombre de sous-ensembles de 
{1,. . . , 77 } (pour chaque entier k il y a en effet ('') sous-ensembles de cardinal k) et 
est done egal a 2" ; 

• en reconnaissant (de maniere un peu astucieuse) un cas particulier de la formule 
du binome de Newton : 


E(l) = E(*) 1 ‘ 1 " _ ‘ = < 1 + 1 >'' = 2 ''- 

L’ exercice propose ici des raisonnements analogues a ceci pres que les coefficients 
binomiaux apparaitront via la formule de Leibniz. 


• Tout d’ abord, rappelons une formule generale qui peut se demontrer par recurren- 
ce : pour tout entier naturel p et tout entier naturel k < p , on a 


d* 

dx k 


(x p ) = 


P ! x P~k 
(p — k)\ 


Cette formule se retrouve facilement en considerant les premiere valeurs de k : 


d° 

djc° 


(. x p ) =x p = 


P 1 x p - 0 

(P-0)! 
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^(xP) = pxP~ l = — X P~ l 

dx l F (p- 1)! 


Elle permet deja, avec p — 2n et k — n, de calculer d’une faqon aisee la derivee 
demandee. 


U> 


dx" n ! 


• L’ application de la formule de Leibniz au produit x n x x n fournit une expression 
de cette derivee sous la forme d’une somme : 




n\ d k 


(x n xx") = y r(x n ) 

dv" f-' \k ) dx k dx n ~ k 


= E 


n—(n—k) 


\k / (n — k)l (n — {n — k))\ 
^ (n\ (n\) 2 


E 


kj (77 -k)\k\ 
2 


-••'SO 


Nous avons done deux expressions de la derivee /i-ieme deri-7- x 2n , ce qui permet 
de conclure. 




On a, pour tout nombre reel x : 
( 277 )! 

I A 

n\ 

d'ou I'on tire, pour x = \ : 




( 277 )! _ / 2 ? 7 \ 
(77 ! ) 2 \ 77 / 


3. Par definition des coefficients binomiaux, il y a 
nal 77 d’un ensemble a 2n elements. 



sous-ensembles de cardi- 


Pour retrouver la relation precedente, il faut desormais faire apparaitre les 
toutes les valeurs de k de 0 a 77 . 


pour 
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Une fagon de faire est la suivante : pour construire un sous-ensemble de cardinal n 
de ,2 n}, on commence par choisir k elements de {1 puis n — k ele- 

ments de {n + 1,. . . , 2/7 } . Chacun de ces deux choix fera apparaitre un coefficient 
binomial. 


W\ 


Pour une valeur donnee de k entre 0 et n il y a ( ^ ) fagons de choisir k 

entiers entre 1 et n et ( 1 fagons d'en choisir n - k entre n + 1 et 2 n. 

\n — k 1 


II y a done 


,n possibilites (car 

\k ) \n — kj \kj \n — k ) \k y 

sir n entiers entre 1 et 2 n de sorte qu'il y en ait exactement k qui soient infe- 

rieurs ou egaux a n. 

Au total, il y a done 

n /,„\ 2 

E 

k = 0 

sous-ensembles de {1,. . . ,2 n) de cardinal n. 

(2 n 


de choi- 


Etant donne qu'il y en a egalement J par definition meme des coeffi- 
cients binomiaux, nous avons bien retrouve la relation precedente. 


Exercice 7.6 : Fonctions pathologiques 


1. On pose/(0) = 0 et, pour x e M*,/(x) = x 2 sin(l/x) . Montrer que/est deri- 
vable sur M mais pas de classe C 1 . 

2. On considere la fonction g definie pour r e 1 par g(x) — x f(x) . Montrer 
que g ne possede pas de derivee seconde en 0 mais qu’elle possede neanmoins 
un developpement limite en 0 a l’ordre 2. 


Cet exercice presente des fonctions possedant des proprietes contre-intuitives. Il est 
interessant de les avoir a l’esprit afin de ne pas inventer des theoremes faux 
comme « si / est derivable alors /' est continue » ou « / possede un developpement 
limite a l’ordre 2 done est deux fois derivable ». . . 

Rassurez-vous : en pratique on manipule des fonctions suffisamment regulieres, 
bien souvent de classe C°°, pour lesquelles il n’y a pas de probleme de ce type. 
Parfois les fonctions considerees sont definies « en plusieurs morceaux », i.e. par 
differentes formules comme/l’est ici par /(x) = x 2 sin(l/x) sur R* et/(0) = 0. Il 
faut alors soigneusement etudier leur regularite aux points de raccordement des 
domaines de validite des formules (ici e’est en 0). 


150 


© Dunod. La photocopie non autorisee est un delit. 


Chapitre 7 • Derivation, developpements limites 


1. Les theoremes usuels sur les produits et composees de fonctions derivables s’ap- 
pliquent sans probleme sur les intervalles R/ et M* ; il restera ensuite a etudier a la 
main le comportement de/en 0 (limite de son taux d’accroissement pour etudier la 
derivabilite en 0 et limite de sa derivee pour etudier la continuite de /'). 


Derivabilite sur R* 




Sur Les intervalles R+ et R* la fonction / est le produit de la fonction 
x i->- x 2 , qui est derivable, et de la fonction x sin(l/x), qui best aussi 
comme composee de fonctions derivables. 

Ainsi, / est derivable sur M* et R* . 

De plus, d'apres les formules usuelles : 


Vx e R *,f'(x) = 2xsin(l/x) — cos(l/x). 


Derivabilite en 0 



Pour x e R* on a : 


fix) ~ /( 0) 

x — 0 


xsin(l/x). 


Cette expression est le produit de x, qui tend vers 0 en 0, et de sin(l/x), 
qui est borne : on a done 


lim 

x —>0 


fix) - /( 0) 
x — 0 


= 0 


ce qui montre que/est derivable en 0 et que/'(0) = 0. 


II reste done a voir que/'(x) ne tend pas vers /'(0) = 0 quand x tend vers 0. Pour 
cela, d’apres la caracterisation sequentielle de la limite, il suffit de trouver une suite 
reelle (x„)„ s pt de limite nulle telle quc /' , (x, ! ) ne tende pas vers 0 quand n tend vers 
+oo. 


Discontinuite de/ 7 en 0 




Si/ 7 etait continue en 0 on aurait 

lim f\x) - 0. 


Or 


lim 2x sin(l /x) = 0 
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(produit d'une fonction tendant vers 0 par une fonction bornee) done 
lim cos(l/x) = 0. 

En particulier, pour tout suite (x„)„ 6 n de reels non nuls tendant vers 0 : 
lim cos(l /x n ) = 0. 

n—too 

l 

Cependant, en prenant x n = - — , on a : 

2/7 7T 

lim x n = 0 et lim cos(l/x n ) - 1. 

n — > oo >oc 

C'est absurde : ainsi f ne tend pas vers 0 en 0. 

On voit ce qui se passe en representant graphiquement les fonctions / ct /' : / 
« s’ecrase » bien au voisinage de 0, ce qui confirme le resultat /'(0) = 0, mais f 
oscille violemment entre —1 et 1 et de ce fait ne converge pas en 0. 



2. Pour etudier la derivabilite de g on peut utiliser les resultats precedents : les rai- 
sonnements s’adaptent sans probleme. g s’exprime en fonction de / done g' en 
fonction de / et /' : les resultat precedents d’existence (ou non) de limites peuvent 
done etre utilises sans avoir a refaire tous les calculs. 


Developpement limite a l’ordre 2 de g en 0 : 


II nous faut un o(x 2 ) , i.e. une expression de la forme x 2 h(x) avec h qui tend vers 
0 en 0. On remarque que la fonction g elle-meme est de cette forme ! 




On a la factorisation : 
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Comme sin(l/x) est borne : 

lim x sin(l/x) = 0 

x — >0 

et enfin g(x) = o(x 2 ) quand x tend vers 0 : ceci montre que g possede un 
developpement li mite a I'ordre 2 en 0 (de partie reguliere nulle). 




Etude de l’existenee de la derivee seconde de g en 0 : 

g est derivable comme produit de fonctions derivables et, pour tout reelx : 

g'ix) = fix) + xf(x). 

On en deduit, pour x / 0 : 

S'(x)-g'(0) f{x) 


x — 0 


+ fix). 


Si la derivee seconde de g en 0 existe ce quotient tend vers g"(0) quand x 
tend vers 0. 

Or 

fix) 


d'ou 


lim — = f(0) = 0 

x-*0 x 


lim f\x) = 0. 


Ainsi, f serait continue en 0, ce qui contredit le resultat de la premiere 
question. 


Exercice 7.7 : fifix)) = ax + b 


Cet exercice fait intervenir cles suites arithmetico-geometriques. 

Soient a e]0,l[ et b e R. Soit/une application de R dans lui-meme, de classe 
C 1 , telle que, pour tout reel x, fifix)) = ax + b. 

1. Montrer que, pour tout reel x, f (ax + b) = af (x) + b . En deduire que, pour 
reel x, f\a x + b) = fix) . 

2. Soit (w„)„ e pj une suite reelle telle que, pour tout n e N, w, !+ i = au n +b. 

b 

Montrer que iu n ) ne ^ est convergente de limite l = . 

1 — a 

3. Montrer que/' est constante. En deduire 1’ expression de/. 

4. Que faire si a e]l,+oo[ ? 
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1. Pour faire apparaitre a fix ) + b il suffit de remplacer x par fix) dans la relation 
donnee : puisqu’elle est vraie pour tout reel a: elle est aussi vraie pour tous les reels 
de la forme fix) . 

La relation verifiee par/donne, quand on remplace x par fix) : 
f(f(f(x))) = af(x) + b. 

Si, au lieu de faire ceci, on avait applique la fonction / aux deux membres 
de I'egalite, on aurait obtenu : 

fififix))) = fiax + b). 

On a done montre la propriete : 

Vx e M,/(a x + b) — a f{x) + b. 


Plus abstraitement, il y a deux facons de voir / o / o / : dire que e’est (/ o /) o / 
(e’est la premiere relation obtenue) ou encore/ o (/ o /) (deuxieme relation). 

La clef est done en fait I'associativite de La composition des applications. 

On peut enfin deriver pour obtenir la relation voulue sur /'. Attention, le membre de 
gauche est une fonction composee ! 





En derivant cette egalite par rapport a la variable x on obtient : 

Vx e R,a f'iax + b) = a f'(x). 

Le reel a etant different de 0 on en deduit : 

Vx e WL, f'(ax + b) = f'(x). 



Il faut rester vigilant et rigoureux jusqu’au bout : avant de simplifier une relation 
(ici par a) il faut s’assurer que 1’ on ne divise pas par 0. 


2. La suite («„)„ 6N est arithmetico-geometrique : pour l’etudier, on considere la 
suite auxiliaire (u„), ieN definie par v n = u n — c oil c est la solution de /equation 
ax + b = x... qui n’est autre que i. 

Ne vous attendez pas a etre toujours autant guide que dans cet exercice lorsque vous 
aurez a etudier de telles suites : il faut savoir poser soi-meme le reel c en question 
et etudier la suite. 


W\ 


Pour n e N on a 


u n + 1 


au n + b 

1 — a 

b 

au n — a 

1 — a 


a(u n — l). 
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Ainsi, la suite de terme general v n — u n - i est geometrique de raison 
a e]0,l[ : elle est done convergente de limite nulle, ce qui montre que 
lim u n = l. 

n — >oo 

3. Les deux premieres questions n’avaient aucun rapport entre elles, il est temps 
d’utiliser leurs resultats respectifs. 

Le lien est donne par la relation verifiee par/' : en effet, si (a„) n ei\ est une suite telle 
comme dans la deuxieme question, on a, pour tout entier naturel n, 
/'(m, !+ i) = /'(«„). De plus, (M„)neN converge et/' est continue done nous allons 
pouvoir utiliser la caracterisation sequentielle de la continuite. 

Soit x el et (u n ) ne n la suite reelle definie par w 0 = x et, pour n e N, 

W Un+l = a Un + b. 

Le resultat de la premiere question montre que : 

Vn £ N,/'(m, 1+ i) = f{u n ). 

La suite de terme general f{u n ) est done constante et, en particular : 

Vn £ N ,/'(«„) = /'(n 0 ). 

Or/' est continue et lim n„ = l done, en faisant tendre n vers +oo : 

n — >oo 

fit) = /'(n 0 ) = fix). 

Le reel x ayant ete choisi arbitrairement on a done la propriete : 

Vx £ R,/'(x) = fit). 

Autrement dit, /' est constante. 


/' etant constante, / est affine (Le. une fonction polynomiale de degre inferieur ou 
egal a 1). On peut determiner ses coefficients en reportant son expression dans la 
relation verifee par / o /. 



Nous aurons ainsi obtenu une condition necessaire sur 1’ expression de/: si /est 
solution du probleme alors/est de la forme... II restera a verifier que les fonc- 
tions obtenues conviennent bien (ou, si besoin, eliminer les solutions parasites). 




f est done affine : il existe deux reels A et n tels que : 
Vx £ R,/(x) = Ax + //. 

On en deduit : 


Vx £ R,/(/(x)) = A 2 x + (A + 1 )fi. 
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Par definition de/ on a done : 

A 2 = a 
(A + \)n = b 

Nous pouvons alors distinguer deux cas : 

b 

• si A — ^ fa alors p = — ; 

1 + y a 


• si A = — *Ja alors p = 


1 - 


(ce dernier calcul est licite car 


1 -yfa)4 0 ). 

II est aise de verifier que les deux applications 


x i-> x-s/a + 


1 + 


et 


x i-> —X\fa + 


1 - 


conviennent bien. 


4. En reprenant la demarche et les notations precedentes, la suite (v„)neN est geo- 
metrique de raison a > I d’oii lim u n = +oo : le raisonnement ci-dessus ne peut 

n—> oo 

alors plus etre poursuivi. 

On peut neanmoins tenter de s’y ramener en faisant intervenir la reciproque de 1’ ap- 
plication affine x \ ax + b, qui est jc i — >■ (x — b) /a. 


Ip 


Supposons a > 1. On a alors, comme precedemment : 
Vx e R,/(x) = f{cix + b) 

soit, en remplagant x par - — - : 
a 


fix) = f[- . 


On peut done appliquer le resultat precedent en remplagant b par — et a 

a 

par - e]0,l[ : la fonction/est done affine. 

a 

Le calcul de la question reste valable et les fonctions convenant sont defi- 
nies par les memes expressions. 


Exercice 7.8 : Fonctions convexes (sauf PTSI) 


Les deux questions sont independantes. 

1. Soit/une application convexe et majoree sur R. Montrer que /est constante. 
Montrer que ceci n’est pas forcement le cas pour une fonction convexe et majo- 
ree sur M + . 
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2.a. Soit/une application convexe sur un intervalle non majore I. Montrer que 

f ) 

; possede une limite, finie ou +oo, quand x tend vers +oo. 


x 

2.b. Dans le cas oil cette limite est un reel l, montrer qu e/(x) — lx possede une 
limite, finie ou — oo, quand x tend vers +oo. 

Pour cela, on pourra etudier la monotonie de 1’ application qui, axel, associe 
fix) - ix. 


II est ici question de fonctions convexes mais il n’y a pas d’hypothese de deriva- 
bilite. Les outils adaptes sont done les fonctions « pentes des secantes », ce que 

laisse egalement penser la presence de dans la question 2.a. 


1. Afin de debuter, nous pouvons faire intervenir les fonctions pentes de deux 
faqons : tout d’abord, nous savons qu’elles sont croissantes car / est convexe ; 
ensuite, / etant majoree, on peut en deduire une inegalite verifiee par ces fonctions. 
Les differentes theoremes liant limite et monotonie permettront de conclure. 

Plutot que de considerer une fonction pente arbitraire nous considererons la fonc- 
tion pente en 0 (qui a x associe (/(x) — /( 0))/x) afin d’alleger les calculs. 




Soit M un majorant de / sur R. 

/etant convexe, I'application p : R* —>■ R,x i-> — — es t croissante. 


Pour x > 0 on a p(x) < 


M - /(0) 


x 

p etant croissante, elle possede une limite (eventuellement +oo) en +oo. 


En passant a la limite dans I'inegalite precedente on obtient 
lim p(x) L 0, ce qui montre que cette limite est finie et negative. 

x — >+oo 


Pour x < 0 on a p(x) ^ ■ de la meme maniere, p possede une 

x 

limite (eventuellement — oo) en — oo et le passage a la limite donne 
lim p(x) ^ 0, ce qui montre que cette limite est finie et positive. 


Nous avons ainsi bien utilise toutes les hypotheses :/est convexe (croissance de p), 
/est majoree (par M) mais egalement le fait que ces proprietes sont vraies sur R tout 
entier puisqu’on a considere des limites en ±oo. 

Nous avons ainsi montre que p est croissante sur R et que sa limite en — oo est supe- 
rieure ou egale a sa limite en +oo ! Ceci n’est possible que dans une situation : si 
p est constante. 
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Pour rediger correctement ceci nous pouvons affiner ce qui precede : non seulement 
le theoreme de la limite monotone montre l’existence de limites mais il fournit 
encore l’expression abstraite de cette limite avec une borne superieure ou inferieure. 
Nous aurons ainsi utilise toute la conclusion du theoreme. 

p etant croissante, lim p{x ) (resp. lim p(x)) est la borne inferieure 

IriT oo jc->+oo 

(resp. superieure) de p sur R*. 

En particulier, pour tout reel non nul t : 

lim p{x) Pit) ^ lim p{x). 

x—^—oo x — >+oo 

Les inegalites precedemment obtenues sur ces limites montrent que 
0<p(t)^0, i.e. p{t) = 0: on a done, pour tout reel non nul t, 
fit) = /(O), done /est constante. 


Si on remplace R par R + le resultat est faux comme on le voit en considerant la 
fonction defmie par fix) = e~ x : elle est convexe (car/" = /est positive) et majo- 
ree sur R + (par 1) mais n’est pas constante. 

Plus precisement, seule la premiere partie du raisonnement precedent reste valable 
(on peut considerer des limites en +oc mais pas en — oc). 

On peut toujours affirmer que la fonction p est negative mais faute d’un autre enca- 
drement elle n’est plus necessairement nulle. 


2.a. L’expression suggere d’utiliser la fonction « pente de la secante » d’ori- 

x 

gine 0 mais 0 n’a aucune raison d’appartenir a I. . . 

Nous pouvons neanmoins conserver l’idee de la fonction pente : nous allons 
d’abord considerer une fonction pente d’origine a e I puis faire apparaitre le rap- 

. fix) 

port . 

x 

fix) - fia) 


IP 


Soit a e I et p : I \ [a] — > R,jc i-^ 

x — a 

f etant convexe, p est croissante. 

D'apres le theoreme de la limite monotone,/? possede done une limite, even- 
tuellement +cxa, en +oo. 


D'autre part : 


fix) (x - a)pix) + fia) 


= (‘-t) pW + 


fia) 


a fia) fix) 

Comme lim - = lim = 0 on en deduit que possede une 

*->+oo X *->+oo X X 

limite en +oo egale a lim pix) ; cette limite est done finie ou +oo. 

JC-> + 00 
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2.b. Suivons l’indication de l’enonce : pour etudier la monotonie de 
xi f(x) — lx nous allons essay er de faire apparaitre un quotient de la forme 
fix) — f(a ) 

car on sait./etant convexe, que cette expression croit avec x et que de 

x — a 

plus, d’apres la question precedente, elle tend vers l quand x tend vers +oo. 



II n’y a pas d’hypothese de derivabilite, on ne peut done pas deriver pour etudier 
la monotonie ! 


I* 


Pour x e I posons g(x) = /(x) — lx. 

Fixons un element a de I et etudions le signe de g(x) — g(a) en fonction 
de celui de x — a. 

On a : g(x) - g(a) = (f(x) - f(a )) - l(x - a) . 


Pour x ^ a on a done g(x) — g(a ) — (x — a) 


fix) - f (a) 


- 1 : il 


fix) — fia) 

reste desormais a determiner le signe de : — — l. 


fix) - fia) 


etait une fonction 


A la question precedente on a montre que 

x — a 

croissante de x tendant vers l en +oo. 

D'apres le theoreme de la limite monotone, cette limite est la borne supe- 

• , , f fix) -fia) 

neure de la fonction x i-> . 


.. . , , , fix) - fia) 

Ainsi : pour tout x e /, < l. 

x — a 

Ainsi, gix) — g{a) est du signe oppose a celui de x — a : la fonction g est 
done decroissante sur I. 

D'apres le theoreme de la limite monotone, elle possede done une limite en 
+oo qui est finie ou — oo. 


Exercice 7.9 : Inegalites de convexite (sauf PTSI) 


Les deux questions sont independantes. 

1. Soient un entier n ^ 2 et (au. . . ,a n ) G (M* )". Montrer que : 

1 

V°i ’ ■ • a n ^ ~ia i + ••• + «„). 
n 

2. Pour x el on pos e/(x) = ln(l + e x ). 
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Montrer que/est convexe sur R ; en deduire que, pour tous 77-uplets (a a„ ) 

et (b\,. . . ,b n ) de reels strictement positifs : 


n 

n 

n 

1 | a k + 

Yl h > < " 

n 

\ k=1 \ 

k = 1 \ 

k= 1 


(ak + b k ). 


On pourra commencer par traiter le cas particulier h\ = ••• = /?„ = I . 


Rappelons les inegalites de convexite : si / est une fonction convexe sur un inter- 
valle /, (a,b) e I 2 et A e [0,1], /(An + (1 - A )b) < A f(a) + (1 - A )f(b). 

On dispose de la generalisation suivante, egalement appelee inegalite de Jensen : si 
x\,...,x„ sont des elements de I et Ai,...,A„ des reels positifs tels que 
A] \ n — 1 alors 


/ 


n \ n 

Y. hxk ) < Y ^f(xk)- 

k = 1 / k= 1 


1 

Elle est presque toujours utilisee dans le cas ou tous les A* sont egaux a soit : 



1 

^ - 
n 


/(**)• 


k= 1 


De plus, la fonction exponentielle permet de passer des sommes aux produits et de 
transformer le facteur I / n en racine 77 -ieme, ce qui permettra d’obtenir les formes 
des resultats donnes dans Tenoned. 


1. Nous allons commencer par utiliser la convexite de T exponentielle en ecrivant 
l’inegalite de Jensen pour cette fonction : comme nous venons de le voir ce sera un 
bon moyen pour faire apparaitre a terme des racines 77 -iemes. 




La fonction exponentielle est convexe sur R. 

Ainsi, en appliquant I'inegalite de Jensen avec Ai = • • • = A„ 
jci,. . . ,x n des reels quelconques : 


exp 



1 

< - 


n 


E'"- 

k = 1 


Notons que 



n 


n exk 


\ k 


=1 


1 

- et 
n 
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d'ou 


n 1 

n e Xk < - 

11 


E*'‘- 

k= 1 


C’est presque le resultat attendu. Plus precisement, il suffirait d’ avoir e Xk = a/ c , soit 
Xk = ln(a,t)- Ceci est possible car a* > 0 : l’hypothese de signe intervient ici. 


W 


L'inegalite precedente donne, dans le cas ou I'on prend Xk = ln(a,0 (ce qui 
est Incite car > 0) : 

1 

V fl i -(fli H b a n ). 

n 


/ — a + 

Pour n —2 on retrouve une inegalite classique : V ah ^ — - — , qui peut se 
demontrer de maniere plus elementaire en remarquant que (^fa — \/b) 2 ^ 0. 


2. Cette fonction etant indefiniment derivable nous allons verifier que sa derivee 
seconde est positive pour montrer qu’elle est convexe. 

Ceci fait, les calculs seront tout a fait analogues a ceux de la question precedente. 
La difficulte calculatoire sera juste un niveau au-dessus puisqu’il faudra manipuler 
simultanement le logarithme et l’exponentielle. 


m 


On a, pour tout reel x : 

fix) = 


1 +e x 


et f"(x) = 


{l+e x f 


f” est positive sur R done /est convexe. 

Etant donne un n-uplet de reels (x\,. . . ,x n ) l'inegalite de Jensen appliquee 
a /donne, avec tous les A* egaux a 1/n: 


i "( i +“ p Qe j ‘»))^!>( i+^>- 


On remarque que, d'une part : 
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et que, d'autre part : 


1 n / " \ 

- ^ In (l + e Xk ) = Inf " |~[ (1 + e Xk ) I . 
n k = l k = l / 

La fonction exp etant croissante, on en deduit : 


1 + " 


n exk 


pi (i +«**). 


\| *=i \| *=* 

Ainsi, si tous les bk sont egaux a 1 on obtient, avec Xk = Into) : 


1 + 


< " PI (! +a k ). 

\J *=i \| *=i 

Revenons au cas general ou les bk sont strictements positifs quelconques. 
On peut appliquer la precedente inegalite au n-uplet (a\/b\,. . . ,a n /b n ) , ce 
qui donne : 


1 + 


k = i ° k \| k= 


D( 1+ £) 


soit, en multi pliant par " 


n^ : 


M^=i 


n ak + 

N* =1 N 


fl*< 

*=i M 


]~~[ to + b k ). 


Exercice 7.10 : Developpements limites 


1. Calculer le developpement limite a l’ordre 4 en 0 de ch(x)cos(x) 
+ sh(x)sin(x). 

2. Calculer le developpement limite a l’ordre 4 en 0 de cos(sin(x)) . 

3. Calculer le developpement limite a l’ordre 4 en 0 de . 

cos(x) 

4. Calculer le developpement limite a l’ordre 2 en 2 de v / x. 

5. Calculer le developpement limite a l’ordre 2 en 7r/4 de tan(x). 
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1. La premiere chose a faire est d’ecrire les developpements limites a l’ordre 4 en 
0 de toutes les fonctions usuelles intervenant dans l’expression consideree. Ces 
developpements limites doivent etre connus par coeur. 
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ch(x) = 1 + ^ x 2 + ^-x 4 + o(x 4 ) 

cos(x) = 1 x 2 H x 4 + o(x 4 ) 

2 24 

1 a 4 

sh(x) = x 4 — x +o(x ) 

6 

1 o 4 

sin(x) = x x +o(x ) 

6 

Pour calculer les developpements limites des produits, il suffit de calculer les pro- 
duits des parties regulieres (i.e. la partie polynomiale, sans le o) en omettant les 
termes dont le degre excede 4. 

Plus precisement, pour le produit ch(x)cos(x) on a : 


1 


1 


24 


1 


1 


24 


1 


1 + -x + —x 1(1 — -x + —x 1 = 1 — -x + termes de degres > 4 


De meme, pour le produit sh(x)sin(x) : 


1 


1 


x 4 — x ) I x x ) = x” + termes de degres > 4. 


La notation de Landau, i.e. avec o, sert precisement a ecrire ceci rigoureusement : 
tout terme de degre strictement superieur a 4 est « absorbe » par le terme o(x 4 ). 
Autrement dit, on peut rediger comme suit : 

En utilisant les developpements limites usuels on obtient 

ch(x)cos(x) — 1 x 4 + o(x 4 ) 

6 

et 

sh(x)sin(x) = x 2 + o(x 4 ). 


IP 


Notez que l’on ne calcule surtout pas l’integralite des produits ! On sait que les 
termes de degre strictement superieur a 4 n’apparaitront pas dans le resultat et on 
ne prend done meme pas la peine de les expliciter dans les calculs intermediaires. 
Ceci permet de calculer efficacement, i.e. rapidement et sans risque d’erreur. 

Enfin, il n’y a plus qu’a additionner pour obtenir le resultat. 




Ain si : 


1 


ch(x)cos(x) + sh(x)sin(x) = 1 + x x + o(x ). 
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2. Comme sin(O) = 0, nous avons une composition de developpements limites en 


Le principe general est le meme : on doit commencer par expliciter les developpe- 
ments limites en 0 des fonctions sinus et cosinus a l’ordre demande (ici 4) puis 
composer les parties regulieres en supprimant systematiquement tout terme dont le 
degre excede 4. 

Rappelons que 


Autrement dit, dans la composition, il faudra faire intervenir le carre et la puis- 
sance 4 de la partie reguliere du developpement limite de la fonction sinus en 0. 
Pour faire ceci efficacement, nous allons calculer de proche en proche les develop- 
pements limites des puissances de sinus en effeetuant a chaque etape les simpli- 
fications : nous verrons que plus la puissance est grande plus les calculs sont 
simples car il y aura de plus en plus de termes simplifies ! 

Pour finir, on remplace dans le developpement limite du cosinus le terme en x 2 par 
la partie reguliere de sin 2 (x) et le terme en x 4 par celle de sin 4 (x). 

Tous les termes qui ont pu etre oublies a un moment ou un autre parce que leur 
degre etait superieur a 4 sont alors en fait « caches » dans le terme o(x 4 ). 


0 . 




D'une part, d'apres le cours : 



De plus, on a successivement : 

1 , 4 
sin(x) = x x +o(x 


sin(x) 


x x 3 + o(x 4 ) 

6 


sin 2 (x) = x 2 x 4 + o 

3 

sin 3 (x) = x 3 + o(x 4 ) 
sin 4 (x) = x 4 + o(x 4 ). 


x 2 x 4 + o(x 4 ) 

3 

x 3 + o(x 4 ) 
x 4 + o(x 4 ). 


Ainsi, le developpement limite compose s'ecrit 



soit, toutes simplifications effectuees : 

cos(sin(x)) = 1 — -x 2 + + o(x 4 ) 


164 


© Dunod. La photocopie non autorisee est un delit. 


Chapitre 7 • Derivation, developpements limites 


3. Le calcul du developpement limite d’un quotient se ramene a celui d’une com- 

1 

posee avec la fonction/ : x i— . 

1 + x 

Comme cos(O) = 1 , il suffit de poser u(x) = cos(x) — 1 . Alors cos(x) = 1 + u{x) 
et u( 0) = 0. On peut done voir la fonction cosinus comme la composee/ o u : il n’y 
a plus qu’a composer deux developpements limites en 0 en suivant exactement la 
meme demarche que dans la question precedente. 




Posons f{x) = et u(x) = cos(x) — 1 . Alors — f(u(x)). 

1 + x cos(x) 

D'autre part, on a les developpements limites en 0 : 

cos(x) = 1 x 2 4 x 4 + o(x 4 ) 

2 24 

done 


u(x) = — x 2 4 x 4 + o(x 4 ) 

2 24 

et egalement 

/(x) = 1 — x + x 2 — x 3 + x 4 + o(x 4 ). 


Les developpements limites des puissances de u sont : 

u 2 (x) = -x 4 + o(x 4 ) 

n 3 (x) = o(x 4 ) 

n 4 (x) = o(x 4 ) 

d'ou I'on tire 

f(u(x)) = 1 - (-4X 2 + ^x 4 ^) + “X 4 + o(x 4 ) 

soit finalement 


1 

cos(x) 


1 4 — x 2 4- —x 4 4- o(x 4 ). 
2 24 


4. On connait le developpement limite de Vl 4- x quand x tend vers 0 ou, ce qui est 
la meme chose, celui de *Jx quand x tend vers 1 . Autrement dit, nous ne sommes 
pas dans un cas relevant directement du cours. 
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Afm de s’y ramener posons une nouvelle variable h qui tend vers 0 quand x tend 
vers 2 ; il n’y aura alors plus qu’a essayer de faire apparaitre des expressions 
connues de developpements limites en 0. 

Cette demarche doit etre systematiquement effectuee. 

Posons h = x — 2. On a alors *fx = -J2 + h dont on cherche le developpement 
limite quand h tend vers 0. 

II ne nous reste plus qu'a faire apparaitre une expression de la forme J\ + u avec 
u tendant vers 0 pour pouvoir calculer le developpement limite demande par une 
composition. Pour cela, on peut factoriser 2 et prendre u — h/2. 



Nous avons ici plusieurs developpements limites, mais tous ne sont pas conside- 
res au meme point selon que l’on manipule x, u ou h. 

II faut done, d’une maniere ou d’une autre, preciser ceci. Soit on l’indique dans la 
notation o, par exemple 2 ((x — 2) 4 ) , soit on conserve pour ne pas l’alourdir 
la notation o((x — 2) 4 ) mais en precisant avant en toutes lettres que Ton considere 
la situation ou x tend vers 2. 




Posons h = x — 2. Alors y/x = y/2 + h. De plus : 


V2 + /7 = y/2. 


1 + 


h 

2 


et on cherche le developpement limite de ceci quand h tend vers 0 car x 
tend vers 2 et h — x — 2. 

Or on a le developpement limite quand u tend vers 0 : 


"J 1 + U — 1 + —u — — u~~ -f o( u~) 

2 8 


II faut maintenant remplacer u par h/2 dans cette expression. Notez que e’est une 
composee, mais particulierement simple : il n’y a pas de o dans 1’ expression de u 
en fonction de h . 




Comme - tend vers 0 on peut remplacer u par - dans le developpement 
limite precedent et on obtient le developpement limite quand h tend vers 0 : 



1 1 , 

= 1 + -h h 2 

4 32 


+ o(/r). 
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d'ou, en multi pliant par *J2 : 

s/2 + h = V2 + —h - —h 2 + o(h 2 ). 

4 32 

En revenant a a on a le developpement li mite quand a- tend vers 2 : 

Vx = V2 + ~~ (a - 2) - ||(a - 2) 2 + o(( a - 2) 2 ). 

5. La situation est analogue : nous poserons h = x — tt/4 pour faire apparaitre le 
developpement limite quand h tend vers 0 de tan(/7 + tt/4 ) . 

Pour se ramener a des formules connues de developpements limites en 0 on peut 
utiliser la trigonometrie : ainsi on fera apparaitre des termes en tan(/z). 




Posons h = x — 7t/4 : on cherche alors le developpement limite quand h 
tend vers 0 de tan (h + tt/4). 

Or, d'apres les formules de trigonometrie usuelles : 


tan (h + tt/4) 


tan(/i) + tan(7r/4) 

1 — tan(/i)tan(7r/4) 


1 + tan(/7 ) 
1 — tan (h) 


Toujours d'apres les formules du cours on sait que tan(/7) = h + o{h 2 ). On 
a done : 

1 + tan(/7) = 1 + h + o(h 2 ) et 1 — tan(/z) = 1 — h + o(h 2 ). 

On en deduit : 


1 

1 — tan(/7) 


= 1 +h +h 2 + o{h 2 ) 


et enfin 


1 4- tan(h) 
1 — tan(/7) 


= 1+2/7 4- 2 h 2 + o(/i 2 ) 


soit, en revenant a a, le developpement limite quand a tend vers 7r/4 : 
tan(A) = 1 + 2(a — tt/4) + 2 (a — tt/4) 2 + o((x — tt/4 ) 2 ) 
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Exercice 7.11 : Formes indeterminees 


1. Calculer la limite suivante : 

ch(x) — cos(x) 

lim x . 

x— >o sh(x) — sin(x) 

2. Calculer la limite suivante : 

lim ((x 2 + x — 2)tan(7rx/2)). 

3. Soient a et b deux reels distincts. Determiner un equivalent quand x tend vers 
+oo de 

/(x) = x 2 + b — \J x 2 + a 

puis un reel a tel que x“/(x) possede une limite finie non nulle, que l’on calcu- 
lera, quand x tend vers +oo. 

II y a ici trois types de formes indeterminees : 

• dans la premiere, x tend vers 0, ce qui permet d’utiliser les developpements limi- 
tes en 0 connus des fonctions usuelles ; 

• dans la deuxieme, x tend vers 1 : on posera done h = x — 1 et on essaiera de faire 
apparaitre des developpements limites connus quand h tend vers 0 ; 

1 

• dans la troisieme, x tend vers +oo : on posera done h = — pour se ramener a des 

x 

developpements limites quand h tend vers 0. 

Enfin, rappelons qu'une fonction est equivalente en 0 au premier terme non nul de 
son developpement limite : comme 1’ exercice demande de calculer de simples 
limites, et non des developpements limites a des ordres plus ou moins grands, on 
pourra simplifier les expressions obtenues avec des equivalents. 

Par exemple, comme tan(w) = u + o(u) quand u tend vers 0, on pourra simplement 
ecrire tan(w) ~ u. 



La redaction avec des equivalents peut etre dangereuse car il n’y a aucune regie 
generale simple pour les additionner ou les composer. Cependant, on peut multi- 
plier ou diviser des equivalents. 
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Ainsi, si l’on considere par exemple la premiere question : 

• il faut utiliser des developpements limites pour etudier separement le numerateur 
et le denominateur, car ils contiennent une difference ; 




© Dunod. La photocopie non autorisee est un delit. 


Chapitre 7 • Derivation, developpements limites 


• on peut en deduire un equivalent de chacun puis calculer directement avec ces 
equivalents puisqu’on aura alors un quotient et un produit. 

Evidemment, rien n’interdit de manipuler des developpements limites de bout en 
bout mais nous adopterons ici le point de vue des equivalents quand cela est pos- 
sible. 

1. II faut avant tout decider de l’ordre auquel on poussera les developpements limites. 
On sait que sh(x) et sin(x) ont tous deux pour premier terme x ; pour obtenir un 
developpement limite interessant de leur difference il faudra aller a un ordre qui fera 
apparaitre au moins un terme en plus, done au moins a l’ordre 3 vu que leurs termes 
d’ ordre 2 sont nuls. 

La meme remarque s’ applique a ch(x) et cos(x) . 

Au pire, si l’on avait oublie cette discussion, on aurait obtenu ch(x) — cos(x) 
= o(x 2 ) et sh(x) — sin(x) = o(x 2 ), ce qui est a la fois parfaitement vrai et comple- 
tement inutile pour repondre a la question. 

Quand ceci vous arrive, rien n’est perdu : il suffit de tout recommencer mais en 
allant a un ordre superieur dans les developpements limites de depart. 




D'apres les formules usuelles du cours on a les developpements limites a 
I'ordre 3 en 0 : 


ch(x) — cos(x) = x 2 + o(x 3 ) 
sh(x) — sin(x) = -x 3 +o(x 3 ) 

ce qui fournit les equivalents en 0 : 

chOt) - cost*) ~ x 1 et shW-sinW-i * 3 
soit enfin : 


ch(x) — cos(x) x 2 

X ~ X— ; 

sh(x) — sin(x) x J /3 

d'oii la limite cherchee : 


lim x 

x^O 


ch(x) — cos(x) 
sh(x) — sin(x) 


2. Comme d’habitude, on se ramene a une limite en 0 en posant h — x — 1. 

Cependant, tout n’est pas regie: on fait ainsi apparaitre tan(7r/2 + nh/2) qui 
diverge quand h tend vers 0. 
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Encore une fois, il va falloir user de formules de trigonometric pour faire apparaitre 
des termes en tan(w) avec u tendant vers 0 et done utiliser les developpements limi- 
tes usuels. 


Posons h = x — 1 : il faut alors determiner la limite quand h tend vers 0 de 
(x 2 + x — 2)tan(7rx/2) = ((1 + h) 2 + (1 + h) — 2) tan(7r(l + h)/2) 

= (h 2 + 3 h) tan(7r/2 + irh/2). 

D'apres une formule usuelle de trigonometrie : 

tan(vr/2 + nh/2) = - 1 

tan(7rn /2) 

d'ou : 

, h 2 + 3 h 

(x- +x - 2) tan(vrx/2) = - - — — — . 

tan(7rn /2) 

On sait que tan(u) ~ u quand u tend vers 0, done tan(7r/i/2) ~ irh/2 
quand h tend vers 0. 

De plus, h 2 + 3 h ~ 3 h quand h tend vers 0. 

On en deduit 

h 1 + 3 h 3h 

tan(7r/?/2) irh/2 

6 

7 r 

Ain si : 

7 6 
lim (x 1 + x — 2) tan(7rx/2) = . 


3. Comme annonce en preambule nous allons poser h = 1/x. Nous verrons qu’il ne 
se pose alors aucune difficulte supplementaire. 

Posons h = 1/x : on cherche alors un equivalent quand h tend vers 0 de 




fix) 



-(Vi + bh 2 - y/l + ah 2 ). 

h 
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On connait le developpement limite suivant quand u tend vers 0 : 

, 1 

V 1 U — 1 "1“ ~ll o(ll) 

2 

d'ou, en posant u — bh 2 qui tend bien vers 0 quand h tend vers 0, le deve- 
loppement limite suivant quand h tend vers 0 : 

Vl +bh 2 = 1 + \blr + o(h 2 ) 

et, de meme : 

\J 1 + ah 2 = 1 + 2 °^ 2 

En soustrayant ces deux resultats il vient 

y/\ + bh 2 — \J 1 + ah 2 = — — — h 2 + o(h 2 ) 

et enfin, en divisant par h : 

— (\/ 1 + bh 2 — \J 1 + ah 2 ) = 
h 


b — a 


2 

— a 


h + o(h) 

h. 


En revenant ax — l/h 
b — a 

On en deduit que a — 1 


lim 

>+oo 


on obtient I'equivalent cherche : 
quand x tend vers +oo. 
et : 

b — a 

xf(x) = — — 4 o. 


Exercice 7.12 : Developpement limite d'une fonction reciproque 


2 

Pour relon pose/(x) = xe x . 

1. Montrer que / est une bijection de R dans R et que sa reciproque est de 
classe C°° . 

2. Determiner le developpement limite a l’ordre 5 de/ -1 en 0. 

On ne cherchera ci aucun moment a determiner explicitement / -1 . 
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Bien que l’on ne puisse pas determiner une expression explicite simple de/ 1 nous 
allons cependant en determiner un developpement limite en 0 ; autrement dit, nous 
nous interessons ici au comportement de/ -1 en 0 tout en sachant que l’on n’a pas 
de formule explicite. 

1. Rappelons le theoreme de regularite des fonctions reciproques : 
si/est une bijection de classe C n (avec n e N* ou n = oo) d’un intervalle I dans un 
intervalle J et que sa dcrivcc /' ne s’annule pas sur I alors sa bijection reciproque 
f~ l est elle aussi de classe C". 

Notons que Ton n’impose aucune condition de non-annulation sur les derivees 
d’ordres superieurs : sculc/' intervient dans l’hypothese. 

/ est derivable sur R et : 


/ est done strictement croissante sur R. 

De plus, d'apres les limites usuelles du cours : 

lim f(x) = +oo et lim f(x) — — oo. 

x— >+oo x — > — oo 

Ainsi,/ realise une bijection de R dans lui-meme. 

De plus, /est de classe C°° et sa derivee ne s'annule pas : sa reciproque est 
done elle aussi de classe C °° . 

La representation graphique de / a 1’ allure suivante : 



Vx e R ,f'(x) = (1 +lx 2 )e x2 > 0. 


4 T 


3 - 



-3 - 


-4 1 
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2. / 1 etant de classe C°° elle possede des developpements limites en tout point a 
tout ordre. 

/etant impaire,/ -1 aussi : son developpement limite a l’ordre 5 en 0 est done de la 
forme/ -1 (x) = ax + bx 3 + cx 5 + o(x 5 ) . 

On sait que, pour tout reel x,/ -1 ( /' (x)) = x : autrement dit, on connait le develop- 
pement limite a l’ordre 5 de/ -1 o / en 0. II ne nous reste plus qu’a le calculer a 
1’ aide des formules precedentes puis a identifier les coefficients. 




Le developpement limite a fordre 5 en 0 de la fonction exponentielle est 

,2 I 1 3 I 1 4 , 1 I „/„5\ 


- 1 + * + \* 2 + + ^ x4 + ^ + ° {xj) 


d'ou 


e x “ = l + x 2 + -x 4 + o(x 5 ) 


et enfin : 


f(x) = x + x 3 + -x 5 + o(x 5 ). 

On en deduit successivement : 

f(x ) 2 = x 2 + 2x 4 + o(x 5 ) 

f(x) 3 = x 3 + 3x 5 + o(x 5 ) 
fix) 4 = x 4 + o(x 5 ) 
fix) 5 = x 5 + oix 5 ) 

d'ou le developpement limite a I'ordre 5 en 0 de/ -1 (/(x)) : 

/->(/W) = a(, + S+y) + HS + 3S) + cS + otf) 

= ax + ia + b)x 3 + (— + c + 3 b)x 5 + o(x 5 ). 



Vous avez peut-etre vu en cours des precedes pour calculer plus rapidement un 
developpement limite de fonction composee ; aucune methode de ce type n’est 
exigible et il faut, avant de s’y interesser, etre sur de bien maitriser la methode 
generale que nous venons de revoir sur deux exemples (le developpement limite 
de e x a partir de celui de e x et celui de/ -1 o f). 
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Mais/ 1 (f(x)) = x done, par unicite du developpement limite : 


a + b 
a 3 

2 +C+ I, 


1 

0 

0 


ce qui donne 


1 

-1 

5 

2 


et enfin le developpement limite cherche : 

f~\x) = x — x 3 + — x 3 + o(x 5 ). 


On aurait bien sur egalement abouti en partant d’une expression generate du deve- 
loppement limite de / -1 : 

f~\x) = a + /3x + 7 X 2 + 5x 3 + sx 4 + (x 5 + o(x 5 ). 

On aurait alors eu a resoudre un systeme de six equations a six inconnues et on 
aurait bien trouve : 

(a,/3,i,8,e,Q = ( 0 , 1 , 0 , -1,0,^). 

Avoir remarque que /'' 1 est impaire nous a done epargne bien des calculs ! 

Ce n’est pas une astuce : lorsque l’on etudie des fonctions, que ce soit pour les tra- 
cer, determiner un developpement limite, tracer une courbe parametree ou calculer 
une integrale, il est toujours profitable d’etudier les proprietes de symetrie ou 
de periodicite. 

Dans le cas d’un developpement limite en 0, e’est la notion de parite qui permet de 
diviser par deux le nombre de coefficients a determiner. 


Exercice 7.13 : Developpement limite et convexite (sauf PTSI) 


Soit / : R —*■ R une application deux fois derivable. 

On suppose que : 

V(x,y) e M 2 ,/(x + y)f (x - y) > /(x) 2 . 
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1. Demontrer que : 

Vx e R,/(x)/"(x) ^ f\x) 2 . 

On pourra effectuer un developpement limite a l’ordre 2 pour y au voisinage de 
0 defix + y)fix - y). 

2. On suppose de plus que /est a valeurs strictement positives. Demontrer que la 
fonction in o / est convexe. 

3. En deduire que / est convexe. 


1. L’hypothese fait intervenir deux reels x et y, la conclusion uniquement la variable 
x. L’indication suggere de fixer le reel x et de considerer l’expression 
fix + y)fix — y) comme une fonction de y. 




Soit un reel x./etant deux fois derivable, la formule de Taylor- Young four- 
nit le developpement limite quand y tend vers 0 : 

fix + y) = fix) + yf'ix) + \y 2 f\x) + of 2 ). 

En substituant — y a y il vient egalement : 

fix -y) = fix) - yf'ix) + l -y 2 f"ix) + o(y 2 ). 


Pour calculer le developepment limite du produit. nul besoin de tout developper : 
on ne conserve que les termes en y k avec k < 2. 


W\ 


On en deduit : 

fix + y)f (x - y) = fix) 2 + y 2 (/(x)/"(x) - fix) 2 ) + o(y 2 ) 

ou encore, en divisant par y 2 : 

fix + y)/(x - y) - fix) 2 „ , 2 , 

2 = f(x)f ix) - / (x) + o(l) 

y 1 


Le signe du numerateur du membre de gauche est connu : c’est precisement l’hy- 
pothese de rexercice ! 




Le membre de gauche de I'inegalite precedente est positif car 
fix + y)fix — y) ^ fix) 2 par hypothese et y 2 > 0. 

On obtient done, en faisant tendre y vers 0 : 

0 < fix) fix) - fix) 2 . 
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2./est deux fois derivable done In o / aussi. II suffit done de montrer que (In o /)" 
est positive. Le calcul de cette derivee seconde fait precisement intervenir l’expres- 
sion precedente. 




On a successivement, pour tout reel x : 


dno f)'{x) 


fix) 

fix ) 


Hn of fix) 


fix) f'jx) - fix) 2 

fix y- 


Ainsi, In o / est convexe. 


3. Ici aussi nous pouvons simplement etudier le signe de/"en l’exprimant a l’aide 
de In o /. 


Avec g = In o / on a successivement, pour tout reel x : 

fix) = exp(g (x)) 

fix) = g'(x)exp(g(x)) 

fix) = ig"ix) + g'(x) 2 )exp(g(x)) > 0 

car g” ^ 0 d'apres ce qui precede. 

/ est done convexe. 


Exercice 7.14 : Prolongements 


Les questions 1 et 2 sont independantes et proposent chacune line illustration des 
theoremes de prolongement de fonctions. 

1. Pour x e] — 7 t/2,0[U]0,7t/2[ on pose 

1 1 

fix) = — — - -■ 

sin(x) x 

Montrer que/peut se prolonger en une fonction de classe C 1 sur ] — 7t/2,7t/2[. 

2. Pour x e M* on pose/(x) = exp(— 1/x 2 ). 

2.a. Montrer que, pour tout n e N, il existe un polynome P„ tel que, pour tout 

x e R* : 

f n \x) = P„(l/x)exp(-l/x 2 ). 

2.b. En deduire que / se prolonge en une fonction de classe C°° sur K et donner 
les valeurs de f (n) (Q) pour n e N. 


IP 
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1. II y a deux manieres de montrer qu'une fonction se prolonge en 0 en une fonc- 
tion de classe C 1 : 

• on peut montrer que/ se prolonge en 0 ( i.e . possede une limite frnie en 0), puis 
que la fonction ainsi prolongee est derivable en 0 et enfrn qu e/'(x) tend bien vers 
/'( 0) quand x tend vers 0 (autrement dit, verification de la definition d’une fonc- 
tion de classe C 1 ) ; 

• ou, plus simplement, montrer que / ct /' possedent des limites finies en 0 (autre- 
ment dit, application du theoreme de prolongement des fonctions C 1 ). 

Ceci est surprenant : la deuxieme methode semble bien plus faible que la premiere! 
Cependant, on demontre dans le cours que le deuxieme point entraine bien que / se 
prolonge en une fonction de classe C 1 . Tout l’interet de cette demarche est qu’il y a 
bien moins de calculs a faire que dans la premiere. 

Convergence de / en 0 

Nous utiliserons bien entendu les developpements limites usuels pour lever T inde- 
termination ; de plus, comme nous avons affaire a un quotient, nous pourrons redi- 
ger de maniere plus souple en etudiant separement le numerateur et le denomina- 
teur et en determinant pour chacun d’eux un equivalent. 

denominateur : 

1 1 

sin(x) x 
x — sin(x) 
x sin(x) 

En effectuant un developpement limite du numerateur a I'ordre 3 en 0 a 
I'aide de la formule connue 

sin(x) = 

on obtient : 

x — sin(x) = 


D'autre part, sin(x) ~ x done le 
deduit : 


x x 3 + o(x 3 ) 

6 

^x 3 + o(x 3 ) 

6 



denominateur est equivalent a x 2 ; on en 

x 




En mettant les fractions au meme 

fix) = 
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et, en particulier : 

lim f{x) = 0. 


Convergence de f en 0 

Le probleme est exactement le meme : il faut lever une forme indeterminee a 1’ aide 
de developpements limites. 




On a 


fix) = - 


cos(x) 1 
sin 2 (x) + x 2 


siir(x) — x"cos(x) 
x 2 sin 2 (x) 

[.'equivalent usuel sin(x) ~ x donne un equivalent du denominateur : 

x 2 sin 2 (x) ~ x 4 . 


Pour le numerateur, effectuons un developpement limite a I'ordre 4 en 0. On 
sait que 

1 , 4 

sin(x) = x x + o(x ) 

6 

cos(x) = 1 x 2 H x 4 + o(x 4 ) 

2 24 

d'ou, d'une part : 

sin 2 (x) = x 2 — -x 4 + o(x 4 ) 

et, d'autre part : 

x 2 cos(x) = x 2 — -x 4 + o(x 4 ) 

soit enfin, en soustrayant : 

sin 2 (x) — x 2 cos(x) = -x 4 + o(x 4 ) 

6 

ce que I'on peut egalement ecrire avec un equivalent : 

sin 2 (x) — x 2 cos(x) ~ -x 4 . 

6 
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Ain si : 


i.e. lim fix) = 

O 


fix) ~ V = 7 


Conclusion 




D'apres le theoreme de prolongement des fonctions de classe C l , on prolonge 
/ en une fonction de dasse C 1 sur ] — 7r/2,7r/2[ en posant/(0) = 0 et on 

, 1 

a alors/ (0) = 


Representons graphiquement / et sa tangente en 0 



2.a. II est naturel de tenter une demonstration par recurrence. 

Pour cela, voyons d’abord comment passer d’une formule du type 

f (n \x) = P„(lA)exp(— l/* 2 ) 


a 

/("+!)(*) = P„ +1 (l/*)exp(—l/x 2 ). 
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Partant d e/ { ' !) (x) — P„(l/x)exp(— l/x 2 ) on obtient, en derivant 


f (n+] )(x) = (P„(l/x))exp(-l/x 2 ) + P„(l/x)// (exp(-l/x 2 )) 

= — \p' u (l/x)exp(-l/x 2 ) + P„{ l/x) x ( exp(— l/x 2 ) 


■\ p n C 1 /*) + ^P„( l/x) ) exp(— l/x 2 ) 
x z x i 


Remarquons que l’expression a deriver est un produit de deux fonctions composees 
et qu’il faut done prendre soin de detailler soigneusement les etapes au brouillon 
pour ne pas se tromper. . . 

II faut reconnaitre ici une expression de la forme P, !+ i(l/x)exp(— l/x 2 ), soit 

p B+1 (i/x) = -\p'a/x) + ^p„(i/x). 
x z x J 


Or 


-\p'( l/x) + -V„(l/x) = -(l/x) 2 P,;(l/x) + 2(l/x) 3 P„(l/x) 

X * X J 

soit, en posant y = l/x , 


Pn+\ (>’) = -y 2 P' n (y) + 2 y 3 P n (y). 


Nous avons done ainsi trouve l’expression que doit avoir P n+ \ en fonction de P n . 
Pour rediger de maniere plus lisible on pourra poser l’expression de P n+ \ puis veri- 
fier qu’elle convient. 


W 


Pour n e N posons H n : « il existe un polynome P n tel que, pour tout 

x e R *,/ (w) (x) = P n ( l/x)exp(— l/x 2 ) ». 

• Ho est vraie : en effet, le polynome Pq = 1 convient. 

• Soit n e N tel que H„ est vraie. On a done un polynome P n tel que, pour 
tout x e R*, f (n) (x) = P„(l/x)exp(— l/x 2 ) . 

En derivant cette relation par rapport a x on obtient : 


Vx e R*,/ (n+1) (x) = 



(1/jc) + 


^Pn( l/x) 


exp(— l/x 2 ). 
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Posons P n+ \{X ) = —X 2 P' n (X) +2 X 3 P„(X). Alors P n+i est un polynome 
et on a bien, pour tout v e M* , f (n+1 ' 1 (x) = P n+ 1 (1 /x)exp( — 1 /x 2 ) . Ainsi, 
H n+ i est vraie. 

• D'apres le principe de recurrence, H n est vraie pour tout n e N. 

2.b. Rappelons le theoreme de prolongement des fonctions C°° : 

si une fonction/de classe C°° sur M* possede une limite finie Iq en 0, et que pour 

tout n e N* sa derivee n-icmc possede une limite finie l n en 0, alors : 

• en posant/(0) = £o on obtient une fonction de classe C°° sur M ; 

• de plus, pour tout n e N*,f in) (0) = l n . 

Pour calculer ces limites dans le cas traite ici on peut se ramener tres simplement a 
des limites usuelles bien connues. 


x — >0 

Ainsi, en posant/(0) = 0, / est prolongee en une fonction de classe C°° 
sur R verifiant, de plus, / (,!) (0) = 0 pour tout n e N. 




hxons n e Alors, aapres les tneoremes de croissances comparees, 
lim f (n) (x^ = n. 



La formule de Taylor montre que /possede un developpement limite a tout ordre 
en 0 et que/(x) = o(x") en 0. Pourtant,/n’est pas la fonction nulle : elle ne s’an- 
nule meme qu’en 0. 

Cet exemple montre que la connaissance des developpements limites a tout ordre 
en 0 d’une fonction ne permet pas de determiner cette fonction : deux fonctions 
distinctes peuvent avoir les memes developpements limites. 


On peut representer graphiquement cette fonction : d’apres les proprietes usuelles 
elle est positive, paire, tend vers 1 par valeurs inferieures en ±oc. 

Nous venons de voir qu’en 0 elle tend vers 0 plus vite que toute puissance, autre- 
ment dit de maniere tres rapide : la courbe semble « plate » et pourtant/ne s’annule 
qu’en 0, contrairement aux apparences. 
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Exercice 7.15 : Synthese : prolongement de fonction 
et etude de suite implicite 


X 

Pour x e R* on pos e/(x) = . 

e x — 1 

1. Montrer que/possede un prolongement par continuite a R. 

2. Montrer que ce prolongement est de classe C 1 sur R. 

3. Montrer que, pour tout n e N*, il existe un unique reel u n tel que 
f (u n ) = 14 — ■ 

n 

4. Determiner lim u„. 

n—>oo 

5. Determiner un equivalent simple de u n . 

Les premieres questions sont relativement simples car d’une forme classique : les 
deux premieres se traitent par des arguments de limites et de developpements limi- 
tes pour lever les indeterminations ; la troisieme est typique d’une application du 
theoreme des valeurs intermediaires. 

En revanche, les deux dernieres questions sont plus difficiles ; en effet, la suite en 
question est definie implicitement, il n’y a done pas de methode systematique pour 
l’etudier et aucune formule simple ne nous permet de voir a l’avance quel theoreme 
invoquer. 

1. Nous pouvons bien sur trouver cette limite avec un developpement limite de l’ex- 
ponentielle mais nous sommes ici dans une situation plus simple deja vue en termi- 
nale : il s’agit de l’inverse du taux d’accroissement de l’exponentielle en 0. 
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/ est bien definie et continue sur R* comme quotient de deux fonctions 
continues. 

De plus, d'apres les limites usuelles du cours : 
lim f(x) = 1. 

/ possede done un prolongement par continuity aRen posant/(0) = 1. 

2. Nous allons utiliser le theoreme de prolongement des fonctions de classe C 1 . 

II est clair que/est de classe C 1 sur R* et nous savons deja que/ possede une limite 
finie en 0 ; il n’y a plus qu’a prouver la convergence de/' en 0. 

Notons tout d'abord que/est clairement de classe C l sur R*. 

(1 — x)c X — 1 

De plus on a, pour x e R*, fix) = ^ — . 

(e x — l) z 

Afin de determiner la limite de/' en 0, effectuons les developpements limi- 
tes a I'ordre 2 du numerateur et du denominateur : 

(1 — x)e x — 1 = (1 — x)(l + x + -x 2 ) — 1 + o(x 2 ) 

= ~^x 2 + oix 2 ) 

ie x - l) 2 = (x + ^x 2 ) 2 + oix 2 ) 

= x 2 + oix 2 ). 


On a done les equivalents en 0 : 

(1 — x)e x — 1 ~ x 2 

■ 2 

(e x - l) 2 ~ x 2 


d'ou, en effectuant le quotient : lim fix) — — 

2 

Ainsi, / est continue sur R, de classe C 1 sur R* et sa derivee converge en 0. 
D'apres le theoreme de prolongement des fonctions de classe C 1 la fonction 

/ est done de classe C 1 sur R et, de plus, /'( 0) = — 
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Nous pouvons representer graphiquement/et sa tangente en 0 : 




On peut montrer que/est derivable en 0 et que/ , (0) = — - en effectuant le deve- 

1 

loppement limite a l’ordre 1 de/en 0 : on trouve alors fix) = 1 — -x + o(x) . 


La question est cependant plus contraignante : on demande de montrer que / est 
derivable en 0 et que la fonction derivee /' est continue sur R. Le calcul prece- 
dent est done insuffisant. 


Pour demontrer un tel resultat, le theoreme de prolongement des fonctions de 
classe C 1 est interessant car il ne necessite pas, dans ses hypotheses, que/soit 
derivable en 0 : ceci est une consequence de ce theoreme. 


3. L’enonce est typique d’une utilisation du theoreme des valeurs intermediates ; 
nous allons done etudier la fonction /, ce qui a ete presque entierement fait plus 
haut. 


w 


f est strictement negative sur M done / est strictement decroissante. 
De plus, d'apres les limites usuelles du cours : 

lim f(x ) = +oo et lim f(x ) = 0. 

x — >■ — oo x^-+oo 


/ realise done une bijection de R sur son image M!j_. 
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En particulier, etant donne n e N*, iL existe un unique reel u n tel que 

/ (W)i) = 14 — • 

n 


4. L’ approche de cette question est malaisee car la suite est definie implicitement. 
Cependant, au vu de la representation graphique de /, on voit que cette suite est 
croissante et negative, ce qui permet deja de montrer sa convergence. 

Autrement dit, nous allons utiliser la monotonie de / pour etudier celle de la suite 

(W/i )ngN*- 


Ip 


On a, pour tout n e N* : 


soit, par definition 


/ etant strictement 


1 + 


1 


< 1 + 


n + 1 
de t/,, et 77,,_j_j • 

/(«»+ 1) < /(«»)• 
decroissante : 


1 

77 


U-n+1 > Un • 

La suite ( u n ) ne n* est done strictement croissante. 

De plus, pour tout n e N*, f(u n ) > 1 = /( 0) done, / etant strictement 
decroissante, u n < 0. 

(u n ) n eN* etant croissante et majoree elle est convergente. Soit i sa limite. 
1 

D ef(u n ) = 1 4 — on tire en faisant tendre n vers 4-oo, /etant continue : 

77 

m = i. 

0r/(0) = 1 et/est une bijection de R dans done l = 0, soit encore 
lim 77, , =0. 


Les arguments que nous venons d’ utiliser sont done : 

• le theoreme de la limite monotone applique a la suite (u„) ne ^* pour demontrer 
I’existence de la limite ; 

• 1’ utilisation de la continuite de / (plus precisement, de la caracterisation sequen- 
tielle de la continuite) pour calculer cette limite. 


Ainsi, pour calculer une limite, il peut etre necessaire de demontrer de maniere abs- 
traite l’existence de cette limite pour ensuite l’injecter dans des formules prece- 
demment etablies et en deduire sa valeur. 
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Une autre solution est de transformer l’expression : au lieu d’avoir u n implicite- 
ment, nous allons chercher a ecrire u n = g(v n ) avec ( v n ) ne une suite « simple ». 


Ip 


Demonstration alternative : 


D'apres I'etude precedente, / realise une bijection de R dans R+. 


En notant g la bijection reciproque de/, on a done : u n = g 



Or g est continue, car reciproque d'une bijection continue entre deux inter- 
vals ; on a done 


lim g (\ + = g(l). 

n->oo y nj 

0r/(0) = 1, d'ou g(l) = 0 et enfin : lim u n = g(l) = 0. 


Cette deuxieme methode n’est pas anecdotique : elle utilise le theoreme de la bijec- 
tion (continuite de la reciproque) et presente done un interet. A vous de choisir 
laquelle vous plait le plus, mais les deux constituent des competences exigibles. 
Notez qu’a aucun moment nous n’avons explicite g ; nous n’en connaissons 
d’ailleurs aucune expression en terme de fonctions usuelles mais ceci n’a pas d’im- 
portance dans cette question, seule sa continuite intervient. 

5. Avec les notations de l’exercice : 


1 

1 H — 
n 


= f(u n ) = 


U,J 

e Un — 1 


Or on sait que e x — 1 ~ x quand x tend vers 0 ; comme lim u„ = 0 on a done 

n->oo 

1 

e " — 1 ~ u n soit, en remplaqant dans l’expression ci-dessus : 1 ~ 1 4 — ... ce qui 

n 

n’est pas tres interessant. 

Lorsque les equivalents de fonctions ne suffisent pas, il faut passer a la vitesse supe- 
rieure : les developpements limites. 

Dans le raisonnement precedent, on a en fait utilise (et meme redemontre) que 
/( 0) = 1 et que/ est continue en 0, i.e. f(x) = 0 + o(x). Autrcmcnt dit, nous avons 
utilise le developpement limite a l’ordre 0 de/en 0. 

Nous allons done reprendre tout ceci mais cette fois a l’ordre 1 . 
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W\ 


On a 


f{x) = 1 - -x + o(x) 


d'ou, comme lim u n = 0, 

72— >00 


ce qui donne 


/On) = 1 - y +o(u n ) 


u n 1 

1 — — + o(u n ) = 14 — 
2 n 


et enfin 


On en deduit 


1 

- = - — + o(u n ). 
n 2 


2 

n 
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Exercice 8.1 : Integrates de Wallis 


Pour n e N on pose /„ = / sin"(t)df. 

Jo 

1. Etablir une relation de recurrence entre /„ et I n+ 2 . 

2. Montrer que (/ n )« e N est decroissante, strictement positive, puis que I n+ \ ~ 

3. En considerant le produit (11 + 1 )I n+ \l n determiner un equivalent simple de I n 
quand n tend vers + 00 . 

4. Montrer que, pour tout n e N : 

r ( 2 n)\ 7 r 

l2n ~ (2"n!) 2 2 

Ce dernier calcul n ’utilise que la relation de la premiere question. 

1. Les relations de recurrence entre les termes d’une suite definie par des integrales 
peuvent tres souvent s’obtenir a l’aide d’une integration par parties. 


hP 


Ecrivons sin" +2 (t) = sin' !+1 (0 s i n (0 etintegrons par parties en primitivant 
sin(t) et derivant sin' ,+1 (t) : 

- C \ 

In+2 = [— sin" +1 (t)cos(t)] ( j + (n + 1) / sin''(t)cos 2 (Odf. 

Jo 
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En utiLisant la relation cos 2 (f) = 1 — sin 2 (f) on voit que : 

7T 7 T 7 F 

f sin"(f)cos 2 (Y)df = I sin"(Y)df — I sin" +2 (r)df = /„ — /„ + 2 
Jo Jo Jo 

d'ou, en remplagant dans la premiere relation : 

In+2 = (ft "E l ) ( 1,1 In+2) 


d'ou I'on tire la relation desiree : 


n + 1 

In+2 = In ■ 
n + 2 


2. Nous devons visiblement utiliser la croissance de l’integrale, i.e. integrer une 
inegalite entre les fonctions. 


II est ensuite demande de montrer que I n+ \ ~ /„. Une possibilite interessante est de 


montrer que lim = 1 : en effet, les inegalites precedemment obtenues 

n-*o o l n 

devraient nous permettre d’utiliser le theoreme d’encadrement. 




Pour tout t e [0,7 t/ 2] et n e N on a sin" +1 (f) < sin"(t) d'ou, en integrant 
sur [0,7 t/2], I n+ \ < /„ : la suite (I„) n eN est done decroissante. 

De plus, etant donne n e N, la fonction sin" est continue, positive et non 
identiquement nulle sur [0,7r/2]. Son integrale sur [0,7r/2] est done stric- 
tement positive, i.e. : I n > 0. 

Enfin, pour tout n e N : /„+ 2 < I n +\ < I„ ■ En divisant par l n , qui est stric- 
tement positif, et en utilisant la relation de recurrence etablie dans la pre- 
miere question, on obtient : 


77 + I 
77 + 2 


'71 + 1 


< 1 


d'ou, d'apres le theoreme d'encadrement, 
I n + 1 ~ In- 


lim hill. — 1 ' so it encore : 

n— >00 I n 



11 y a effectivement quelque chose a demontrer ici : en effet, etant donnee une suite 
(u n ) n 6 n, on n’a pas forcement 77„ + i ~ u n (considerer par exemple u n = 2"). 
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3. Nous avons deja une relation entre I n+ 2 et I„ ; nous pouvons done en deduire une 
relation entre (n + 2)I n+ 2l„+i et (n + \)I n+ \I n . 


I* 


Yl 2 

l)-^n+l/n = 1)^+1 j ~In-\-2 

n + 1 

= H - 2)/ w -|_2-^ti+i • 

La suite de terme general (n + l)I n+ \I n est constante. 

On a done, pour tout n e N : (n + l)I n+ \I n = I\Io. 

7T 7T 

f 2 7T f 2 5 

Or : /o = / 1 dt = - et /j = / sin(t) dr = [— cos(0]q = 1 d'ou : 

Jo 2 Jo 

V« e N ,(n + l)/„+i /„ = -. 

Enfin, 7 n+ i ~ I„ d'apres la question precedente et n + 1 ~ n d'ou 
( 7 ? + l)l n +il n ~ nl~. 

7 r 9 7r 

Comme (n + 1 ) /„+ 1 /„ = - on a done nl n ~ - d'ou, d'apres les regies de 
calcul sur les equivalents et puisque In ^ 0 • 



4 . Une recurrence s’ impose ! En effet, on connait une relation de recurrence entre 

1 2n 6t Ijn+l = Il(i i+l) • 



Par definition, (2/7 ) ! = 1 X 2 X • • • X ( 2/7 — 1) x (2/7 ) . Une erreur frequente 
consiste a oublier les facteurs impairs... 

En particulier, (2/7 + 2)! = (277.)! x (2/7 + 1) x (2/7 + 2) ; il faudra done, 
pour obtenir (2/7 + 2) ! , faire apparaitre les deux facteurs 2/7 + 1 et 2/7 + 2 . 




Pour 77 e N posons H n : « h n = 


(2/7 ) ! 7T 
(2»/7 !) 2 2 


7/q est vraie : en effet, /q = 



• Soit 77 e N tel que H n est vraie. Alors : 
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hn+2 = 


2 n + 1 


Iln 


2/7 + 2 
2/7 + 1 (2/7 )! 7r 

2/7 + 2 (2»/i!) 2 2 
(2/7 + 1) (2/7 +2) (2/7)! 7T 

2 2 (/7 + l) 2 (2 n n\) 2 2 

(2/7 + 2)! v r 


(2»+ 1 (/7 + l)!) 2 2 

done H n+ \ est vraie. 

• Ainsi, d'apres le principe de recurrence, H n est vraie pour tout n e N. 

Nous avions demontre, dans l’exercice 1.7, qu’il existe un reel strictement positif 
A tel que 


/ 7 ! ~ Xn n e 


On a done : 


mais aussi 


(2n)! ~ X{2ri) 2n e~ 2n sf2n 


2 n n\ ~ A (2n) n e " Jn 
et 

(2"«!) 2 ~ A 2 (2 ri) 2n e~ 2n n 

soit, d’apres la formule ci-dessus, une fois toutes les simplifications faites 
hn ~ 

_ , / 7 T v / 7T 

Or on a montre que I n ~ / — , d ou l 2 n ~ ./ — • 


De ces deux equivalents on tire A = a/27t, i.e. : 
n ! ~ n n e~ n V2^i. 

11 s’agit de la formule de Stirling, au programme de deuxieme annee. 


Exercice 8.2 : Changements de variable usuels : regies de Bioche 


Calculer l’integrale suivante : 

f dr. 

J sin(r) + tan(f) 
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Changement de variable 

Nous cherchons une primitive d’une fraction rationnelle en les fonctions circu- 
laires : nous pouvons done appliquer les regies de Bioche. 

En changeant t en — t il vient : 

1 1 

d(— t) = d t. 

sin(— t) + tan (—t) sin(t) + tan(f) 

done le changement de variable u = cos (t) permettra de se ramener a une fraction 
rationnelle en u. 

L’ element differentiel sera alors d u = — sin (r )dr. 

II faut done a la fois faire apparaitre sin(t) au numerateur mais aussi eliminer les 
fonctions sinus et tangente pour ne plus avoir, hormis ce nouvel element differen- 
tiel, que des termes en cos (7). 

1 sin(t) 

sin(t) + tan(t) sin 2 (t) + sin(t)tan(f) 


et 


sin(t)tan(0 = 


sin 2 (t) 
cos (0 


Le denominateur est done : 


sin 2 (t) + sin(t)tan(t) 


sin 2 (o(l + — ' — ) 

V cos (0/ 

(1 - cos 2 (0) (l -| l — \ 

V cos (0/ 


et la fraction peut done s’ecrire 
1 


cos(f)sin(t) 


sin(t) + tan(t) (1 — cos 2 (f))(l + cos (t)) 


ce qui donne, avec u = cos (t) et d u = — sin(t)dt : 

1 


/ 


sin(t) + tan(f) 


-df = 


/ 


(1 — m 2 )(1 + u) 


d u = 


/ 


(u- - 1)(1 +u) 


d u. 
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w 


Posons u = cos(r). On a alors d u = — sin(r)dr. 
De plus : 


/ 


1 

sin(r) + tan(r) 


-d t = 


/ 


cos(r)sin(r) 

(1 — cos 2 (0)(l + cos (f)) 


d t 


soit, avec le changement de variable suggere : 
1 


/ 


sin(r) + tan(r) 


-dr 




n 2 )(l + u) 


d u 


-f 


{u- - 1)(1 + u) 


d u. 


Decomposition en elements simples 

II faut desormais decomposer en elements simples cette fraction rationnelle en u 
afin d’en determiner aisement une primitive. 

En factorisant le denominateur il vient : 

u u 

(u 2 — 1)(1 + u ) (u — 1)(1 + u ) 2 


et il existe done trois reels a, b etc tels que 

u a b c 

{, u 2 — 1)(1 + u) u — 1~^1+«"^(1 + u) 2 


On constate que 1 est un pole simple alors que — 1 est un pole double. 

Pour calculer a , la methode est simple : multiplier par u — 1 , simplifier, puis faire 
u = 1 . 

Pour b et c, e’est plus difficile car tout ne se simplifiera pas aussi bien ; on 
commencera par calculer le coefficient du terme ayant la plus grande puissance, Le. 
c, en multipliant par (1 + uj 2 , puis en prenant, apres simplification, u = — 1. 




En multipliant par u — 1 on obtient : 


(1 + u) 2 


b(u — 1) c(u — 1) 

= a -\ \ — 

1 + u (1 + u) 2 


1 

soit, pour u = 1 : a = 

4 

• En multipliant par (1 + u j 1 il vient : 

u a(l + u ) 2 


u — 1 u — 1 


-\- b( 1 + m) + c 
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1 

soit, pour u — —1 : c — 

Ain si : 

u 1/4 b 1/2 

(u — 1) (1 + u ) 2 u — 1~*~1 + m"*"(1 + u) 2 

Si on multiplie par 1 + u pour ensuite prendre u = — 1 , nous tomberons sur une 
forme indeterminee a cause des termes en (1 + u) 2 . 

La solution est de regrouper tous ces termes ensemble : tout se simplifiera alors. 



Primitives des elements simples 

Chaque terme possede une primitive usuelle bien connue. 


195 


Partie 2 • Analyse 


W\ 


D'apres les formules usuelles nous avons successivement : 


I*= 


1)(1 + u) 2 


d u = 


f( 1/4 1/4 

J \u — 1 1 + u 


+ 


1/2 


+ u (1 + w) 2 


du 


1 1 11 

- ln(|w - 1|) - -ln(|l + u\) 

4 4 21+h 


1 

-In 

4 


u — 1 
u 1 


1 1 
2 1 + u 


Retour a la variable initiate 


En remplafant u par cos(r) il apparaitra deux termes simplifiables par les formules 
de trigonometric : 1 +cos(t) = 2cos 2 (f/2) et 1 — cos(f) = 2sin 2 (t/2), sans 

1 2 

oublier que — = 1 + tan ; nous pourrons done ainsi tout exprimer en termes de 
cos 2 

la seule fonction tangente. 




Comme u = cos (t) on a 


u — 1 


1 — cos(t) 

u 1 


1 + cos(t) 


tan 2 (f/2) 


et 


1 _ 1 

1 + u 1 + cos(t) 

1 

2cos 2 (t/2) 

= ^(l+tan 2 (t/2)) 


soit, en remplagant dans la primitive trouvee plus 

r l l l 

/ d t = -ln|tan(r/2)| - -(1 + 

J sin(t) + tan(t) 2 w 4 


haut : 

tan 2 (f/2)). 


Pour finir, notons que l’on cherchait ici une primitive de la fonction et que le resul- 
tat est done defini a une constante additive pres ; on peut done oublier la constante 
1 

additive — dans le resultat et il est tout aussi correct d’ecrire : 

4 

f ■ m ! t (t\ dt = ^ ln l tan ( f / 2 )l - jtan 2 (t/2). 

J sin(t) + tan(t) 2 4 
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Exercice 8.3 : Changements de variable usuels : u = tan(f/2) 


Calculer 1’ integrale suivante : 


7- 1 4 + sin(t) 

en posant u = tan(t/2) . 

Pour simplifier le resultat on admettra la formule suivante : 
si a > 0, Arctan(fl) + Arctan(l/fl) = ir/2 


Les regies de Bioche ne permettent pas de trouver un changement de variable plus 
simple en sinus ou cosinus. 

Le changement de variable u — tan (7 /2) fonctionne cependant dans tous les cas 
pour les fractions rationnelles de fonctions circulaires comme ici. 

2 u 

Nous savons en effet qu'alors sin(t) = et (mais c’est inutile ici) 

1 + u 1 


I — u 

cos (t) - — — 
1 + u 

De plus, on a 


2 


2 ' 


d u 


1 

2 


(1 +tan 2 (t/2))dt = 


1 + u 
2 


2 

-At 


soit encore At = -Au. 

1 + u 2 

Ainsi, nous aurons bien, tous calculs faits, l’integrale d’une fraction rationnelle en u. 


W 


En posant u = tan(t/2) pour t e [— 7t/2,7t/2] on a : 
2u 

• sm(0 = — — 2 ; 

1 + u A 

? 

-Au . 


•At - - . 

1 "f 

• Pour t = — 7t/2 (resp. tt/2), u — — 1 (resp. 1) ; 
Ain si : 


/ 


1 


_k 4 + sin(t) 
2 


-At = 


t 

-L 


i 


4 + 


2 u 1 + 


-Au 


1 + u 2 

1 


_ i 2u 2 + u + 2 


Au. 
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Nous nous sommes ainsi bien ramenes a une integrate de fraction rationnelle, et 
meme mieux encore : elle est deja decomposee en elements simples! Nous echap- 
pons done a cette etape fastidieuse. 

En l’occurence, il s’agit de l’inverse d’un trinome irreductible du second degre ; 
nous allons done le mettre sous forme canonique puis effectuer un changement de 


1 



alors s’integrer avec la fonction arctangente. 


On a, en mettant le trinome du denominateur sous forme canonique : 


2 ll~ -f - £/ 4" 2 




soit : 




En effectuant le changement de variable y — 


4 u -f- 1 


yi5 


on a : 




4 


:dw soit dn = 



• Pour u = — 1 (resp. 1), y — — 



d'ou : 
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i 

15 J - 1 ( 4u + 1 

yi5 


-du = — 


+ 1 


/ 


5 /^ 1 Vl5 


15 J- 3/ yi5 y 2 + i 


dy 


/ 


5/V55 


a/15 j- 3/\/T5 y 2 + l 


dy 


2 [Arctan(y)]^ 


yi5 

2 

yi5 

2 

yi5 


(Arctan(5/VT5) — Arctan(— 3/VT5)) 
(Arctan(5/VT5) + Arctan(3/\/T5)) 


Enfin, vu que Arctan(fl) + Arctan(l/a) = — si a > 0 on obtient, pour 
a = 5/VT5 (et 1/a = 3/VT5) : 


L 


4 + sin(r) 


-d t = 


yi5 


Une idee de demonstration de cette formule sur les Arctan est proposee a la fin de 
l’exercice 5.11. 


Exercice 8.4 : Changements de variable usuels : u = e x 


Calculer 


/ 


r / 2 ch(x/2) 


ch(x) 

a l’aide du changement de variable u = e x . 


dx 


Toute integrale de la forme J F(e x )dx, avec F une fraction rationnelle, peut se cal- 
culer simplement a l’aide du changement de variable u — e x : on obtient alors a 
coup sur une integrale de fraction rationnelle. 

Ceci s’applique, en particulier, en presence de fonctions hyperboliques. Nous allons 
exprimer la fonction a integrer a l’aide de la seule fonction exponentielle. 

x!2 f eX/2 + e ~ X/2 \ 
e x ' 2 ch(x/2) _ 6 \ 2 ) 

ch(x) e x + e~ x 

2 
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soit, en developpant le numerateur : 

e*/ 2 ch(x/2) e x + 1 
ch(x) e x + e~ x 

et enfin, en multipliant numerateur et denominateur par e x : 

e x / 2 ch(x /2) e 2x + e x 

ch(x) e 2x + 1 


Avec u = e x on a done 


e 2x + e x u 2 + u 
e 2x + 1 u 2 + 1 

Afin de terminer le changement de variable, il faut determiner le nouvel element dif- 
ferentiel. 

Comme on a pose u = e x , on a x = ln(«), done dx = -d u. II ne reste plus qu’a 

u 

ecrire le resultat. 

En posant u = e x il vient : 


C e x ' 2 ch(x/2) 

/ dx 

J Ch(x) 


-I 

-I 


u~ + u 1 

— j x -d u 

u l + 1 u 

u + 1 

— ; -au. 

u 2 + 1 


10 


Nous allons essay er de faire apparaitre un terme en f'(u)/f(u), dont une primitive 
sera ln(|/(w)|). 


Le denominateur etant u 2 + 1, nous voulons voir 1’ expression 
le coefficient dominant du numerateur : 

u 1 1 2 u -|- 2 

u 2 + 1 2 u 2 + \ 

1 2 u 1 

2 u 2 + 1 + u 2 + 1 


2 u 

u 2 + 1 


En ajustant 


et chaque terme possede une primitive usuelle simple. 
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Tout d'abord 


u + 1 1 2 u 


+ 


1 


U- + 1 2 1 U- + 1 

soit, d'apres les formules usuelles du cours. 


/ 


U -f- 1 1 2 

— du — -ln(w + 1) + Arctan(ti) 

u- + 1 2 


et enfin, en revenant a la variable initiale : 


/ 


* /2 ch(;c/2) 1 , r 

-d.tr = -In A + 1) + A retail A) 

ch(rr) 2 


Exercice 8.5 : Integrate de Gau(3 


Cet exercice utilise des resultats de l’exercice 8.1 (integrates de Wallis). 

f a _ 2 

Pour a e M + on pose F(a) = / e 1 d t. 

Jo 

Pour n e N, I n designe l’integrale de Wallis vue precedemment. 

1. Montrer que F est bien definie et possede une limite l (eventuellement +oo) 
quand a tend vers +oo. 

On fixe n e N* . 

2. A l’aide d’un argument de convexite montrer que, pour tout t e [ 0 , ] : 


1 


< e 


< 1 + - 


3. On integre de 0 a */n les inegalites precedentes. On effectue le changement de 
variable t = ^/n sin(u) dans celle de gauche et t = *JTi tan(u) dans celle de 
droite. Quel encadrement obtient-on ? On fera apparaitre les integrates de Wallis. 

4. A l’aide de l’equivalent de /„ trouve au 8.1 donner la valeur de l . 


1. II suffit d’etudier la fonction F, ce qui est facile puisque sa derivee n’est autre que 
la fonction sous l’integrale. 


F est la primitive de t i-> e -1 2 nulle en 0. Sa derivee est positive done cette 
fonction est croissante sur R + : d'apres le theoreme de la limite monotone 
elle possede done une limite en +oo qui peut eventuellement etre +oo. 

2. La difficulte de ce genre de question est de trouver la fonction convexe a laquelle 
on va appliquer les inegalites de convexite. Cependant, la fonction exponentielle 
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joue visiblement un role central dans l’exercice et nous allons essayer de demarrer 
avec la plus simple inegalite de convexite la concernant : pour tout reel x, 

I + x < e x . 

t 1 t 2 

Pour faire apparaitre 1 , nous remplagons simplement x par et on obtient 

n n 

n 

II n’y a plus qu’a elever a la puissance n pour obtenir ce que l’on souhaite. . . Mais 
on ne peut en general pas elever a une puissance donnee des inegalites. C’est parce 
que les deux membres sont positifs que ceci est possible. 


W\ 


On a I'inegalite de convexite : 

Vrel,l+r^e J . 

Etant donne un reel t e [0, */n] on a done : 

0 < 1 - -^e- ,2/n . 

n 

Comme ces reels sont positifs et n e N* on en deduit en elevant a la puis- 
sance n : 


1 < e~' . 


De meme, pour t e [0, V»] : 

0 < 1 + - < 
n 

Comme ces reels sont strictement positifs on obtient en elevant a la puis- 
sance n : 

et enfin, en considerant I'inverse : 

_ t 2 ( t 2 

e ‘ < 1 + - 
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3. L’integration suggeree donne l’encadrement : 



Les changements de variables etant imposes par Tenoned, il ne reste plus qu’a appli- 
quer les formules du cours. 


Membre de gauche 

En posant t = ^/nsin(«) et u e [— 7r/2; 7t/2] on a : 

• Pour t = 0 (resp. -Jn), u = 0 (resp. 7r/2) ; 

• ^1 ^ = (l — sin 2 (w))" = cos 2,1 (u) ; 

• d t = v / ncos(«)dM. 

Ain si : 


W\ 



Membre de droite 


W 


En posant t = Jn. tan(i>)et we] — 7t/2; 7t/2[ on a : 

• Pour t = 0 (resp. V n ), u = 0 (resp. 7t/4) ; 

• ^1 + = (l + tan 2 (u)) ” ; 

• d t = n (1 + tan 2 (u))du. 

Ain si : 



C 7 *' - 

/ (l+tan 2 (u)) " (yfn{\ + tan 2 (u))du 

Jo 

r n/4 

s/n / (l + tan 2 (u)) " + du. 

Jo 
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Afin de faire apparaitre une integrate de Wallis on utilise la relation 
, 1 

1 + tan (u) = — TrT -, d'ou : 


cos 2 ^)’ 


Jo 


1 + - d t = 


/•tt/4 

L ' 


cos 2 " z (v)dv. 


Enfin, la fonction v i-> cos 2 " 2 (v) est positive sur [0,7t/2] et 
[0,7t/4] c [0,7t/2] d'ou : 

cos 2 " _2 (u)du < / cos 2 " _2 (n)du = hn -2 


/•7T/4 /* 7i 

/ cos 2 " _2 (n)dn < / 
Jo Jo 

int dans le calcul ■ 


soit, en reportant dans le calcul initial : 

<■2 \ 


Conclusion 

/’ v/ ” - 2 

Comme J e~‘dt = F{y/n) par definition de F on a done : 

Vnhn + l < F{«Jn) < «Jn I 2n - 2 - 

4 . Nous pouvons utiliser les equivalents des integrates de Wallis afm de determiner 
les limites des expressions qui interviennent ici. 


Calculons la limite quand n tend vers +oo de chaque membre de I'encadre- 
ment. 




On a I n ~ J — done 
2 n 


hn+\ 


4 n + 2 

1 Hr 

2 V n 


car 4 n + 2 ~ 4 n done y/ An + 2 ~ 2 . 


On a done : lim (V« / 2 «+i) = -a/tt- 

«->oo 2 
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De meme : 


hn- 2 


7 r 


4 n — 4 


d'ou lim (y/nhn- 2 ) = -\Z7r. 

n-> 00 2 


Enfin, par definition, lim F{yfn) = i. 

n — >00 

On obtient done, en passant a la limite dans I'encadrement precedent : 



ce que I'on notera abusivement (avec une notation qui sera precisee en 
deuxieme annee) : 




Exercice 8.6 : Sommes de Riemarm 


1. Calculer lim (n 3 ^ 2 y /11 + k V 

n-> 00 \ ' I 

' k= 1 / 


2. Calculer lim 


n->o o V n 




1. II faut faire apparaitre une expression de la forme : 


b — a 
n 


n 


E / 


a + k- 


f b 

dont on sait, d’apres le cours, qu’elle converge vers / f(x)dx quand n tend vers 

J Cl 

+00. 

Le plus simple, pour cela, est d’abord de faire apparaitre dans le terme general de 
la somrne le quotient k //;, puis un facteur 1 / n devant la somme ; pour cela nous uti- 

liserons la relation y/n + k = \fn J \ H — . 

V n 
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n 3//2 y/n + k 
k = 1 


1 

77 


n 


E 



it 

77 


qui tend vers 



+ d.x lorsque n tend vers I'infini. 


II faut bien sur desormais calculer cette integrate ! Ici, le calcul est simple car on 
reconnait une derivee usuelle ; en pratique, il peut bien sur arriver que I’ on obtienne 
des integrates plus compliquees necessitant une integration par parties ou un chan- 
gement de variable. 




f y/l + x dx = ( {\+x) l ^ 2 dx 

Jo Jo 


(1 +Jt ) 3 / 2 

3/2 


= | ( 2 3/2 - 1 ) - 


2. II faut tout d’abord faire apparaite des sommes de Riemann la ou on n’en voit pas 
encore ! 

L’ expression donnee faisant intervenir des factorielles et des puissances, c’est-a- 
dire des produits, nous allons plutot considerer son logarithme. 


W\ 


Tout d'abord : 


/2 7l\ (277)! 

d I 1 = = (77 + I) ■ ■ ■ (277). 


On a done, en divisant chacun des n termes du produit par n 

(2 n\ 


77" \ 77 / V 77/ 


et enfin 


In 




= b.( 1 + -) + - + ‘n( 1 + 5) 

■ g'-K) 
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Ain si : 


In 



On reconnait une somme de 
x i-> ln(l + x) sur le segment 


1 

-In 


;f>K> 

Riemann associee a la 
[0,1], sa Limite est done 


fo notion 

f 1 ln(l 

Jo 


continue 
+ x)dx. 


On reconnait l’un des exemples classiques d’integrale se calculant par parties. Plus 
precisement, nous allons voir ln(l + x) comme le produit 1 x ln(l + x) et choisir 
comme primitive de la constante 1 la fonction ri-tr + l. 

Bien sur, si l’on avait plutot choisi x comme primitive de 1 nous aurions abouti mais 
au prix de calculs supplementaires. Ici, le choix judicieux de la constante d’ inte- 
gration permet de simplifier l’integrale apparaissant dans le second membre de la 
formule d’ integration par parties. 

Ce choix judicieux d’une primitive dans une integration par parties a deja ete ren- 
contre en cours dans la demonstration de la formule de Taylor avec reste integral. 


W\ 


D'apres la formule d'integration par parties : 


f 


ln(l+x)dx = [(1 + x)ln(l + x)~\ 


S-jf 


Idx 


= 21n(2) — 1. 

C'est le logarithme de la limite demandee, et cette limite est done 


lim 


i!( 2 ") 4 

=exp(21n(2)-l) = -. 

n—>o o y fi n c 


Exercice 8.7 : Inegalite de Taylor-Lagrange 


Soit / gC 2 (M). 

On suppose que/et/" sont bornees sur M et on note 

| Mo = sup{|/(x)| : x £ 1} 

{ M 2 = sup{|/"(x)| : r £l] 

1. On suppose que M 2 = 0. Montrer que/est constante. 
On suppose dans la suite que M 2 > 0. 
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2. On fixe un reel a. 
Montrer que 


V /7 e M+,|/ , (a)| < <p(h) 


ou la fonction tp est definie par : 


<P(h) = 


M 0 hM 2 
~h + ~T' 


On pouiTa pour cela commencer par ecrire l’inegalite de Taylor-Lagrange sur les 
intervalles [ a , a + h \ et[a — h,a]. 

3. En deduire que /' est bornee sur R et que, en posant 


M i = sup{|/'(x)| : x e R} 


on a la majoration : 


Mi ^ y/ 2 MoM 2 . 


On remarque que cette majoration reste valable si M 2 = 0. 


1. M 2 est un majorant de \f"\ qui est par ailleurs positive : si M 2 = 0 alors f" = 0, 
d’ou/' constante et enfm/est affine, i.e. est polynome de degre inferieur ou egal a 1 . 



II reste a determiner ses coefficients : le raisonnement ci-dessus montre que sous 
Fhypothese de la question la fonction/est d’une certaine forme mais la reciproque 
n’est pas forcement vraie ! 

C’est meme clair : une fonction affine n’est pas bornee sur M... sauf si elle est 
constante. 

Autrement dit, nous venons encore une fois de raisonner par analyse-synthese. 




Si M 2 = 0, f" = 0. f est done constante et / est une fonction affine : il 
existe deux reels a et b tels que 


Vx e R,/(x) = ax + b. 


Cependant, / est bornee. On a done a = 0 et ainsi/est constante. 


2. Rappelons l’inegalite de Taylor-Lagrange a l’ordre 2 : si /est une application de 
classe C 2 sur un intervalle I alors, pour tous elements a et b de I : 

I m - f (a) -(b- a)f(a) \ < {b M 


ou M est un majorant de \f"\ sur [r/,/i]. 
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Dans la situation presentee ici, on peut prendre M = Mi ct b = a ± h , cc qui four- 
nit les deux inegalites : 

h 2 

\f(a + h) - (/(a) + hf'(a))\ < — M 2 
et 

h 2 

l/(o - h) - (f(a) - hf'(a))\ < -M 2 . 

La difficulte est d’obtenir une majoration de \f'(a)\ ; on peut tenter de faire appa- 
raitre l’inegalite triangulaire. 

Pour voir comment faire, commenqons par manipuler les expressions ci-dessus sans 
les valeurs absolues. II est alors simple de faire apparaitrc f (a) par soustraction : 

{f(a + h)~ (/ (a) + hf\a ))) - (f(a - h ) - ( f(a ) - hf\a))) 

= -2hf\a) + f(a+h)~ f{a-h) 

puis on isolc/'(a) en changeant le terme/(a + h) — f(a — h) de membre. 

On a la relation : 

-2 hf\d) = (/ (a + h ) - (/ (a) + hf'(a ))) 

- (f(a -h)- (/ (a) - hf'(a ))) + /(a - h) - f(a + h ) 
L'inegalite triangulaire donne : 

\2hf(a)\ < \f(a + h)-(f(a) + hf(a))\ + \f(a-h) 

-{f {a) - hf'(a))\ + | f(a - h ) | + \f(a + h)\ 

< h 2 Mi + 2 M 0 

< 2 h Lp(h) 

car, d'apres l'inegalite de Taylor-Lagrange, les quantites \f(a + li) 
— (f(a) + hf(a))\ et \f(ci — h) — (f(a) — hf'(a))\ sont toutes deux 
h 2 

majorees par — Mi. 

En divisant par 2h, qui est strictement positif, on obtient l'inegalite sou- 
haitee : 

I f\a) | < ip{h). 


Ip 
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3. Cette majoration est vraie pour tout reel a et tout reel strictement positif h ; en 
particulier, en prenant h = 1 , on a 

Vo e R, \f'(a)\ < <p{ 1) 

ce qui montre qu e/' est bornee sur R : ainsi, M\ est bien defini. 

Pour tout reel h > 0 le nombre p(h) est un majorant de \f'\ : on a done M\ < f(h). 
II n’y a plus qu’a determiner l’eventuel minimum m de ip sur : on aura alors 
M\ < m. Pour cela, il suffit d’etudier ip. 




Etudions la fonction ip sur 

ip est derivable et on a, pour tout he R^_ : 


ip\h) = - 


Mo 

h 2 


+ 


M 2 

~Y 


done ip possede un minimum en 



En particulier, M i < ip(h 0 ). Or 


(p(h Q ) 



y/ 2 M() M 2 


d'ou le resultat demande : 


M\ ^ \/2 M 0 M 2 



Nous avions ici une relation vraie pour tout a e M et h e R*_. 

Dans cette situation, nous avons le choix entre fixer a et considerer ainsi une 
minoration de la fonction ip par une constante ou fixer h et obtenir ainsi une majo- 
ration de | f'\ par une constante. 
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Exercice 8.8 : Lemme de Riemann-Lebesgue (MPSI) 


Soient deux reels a et b avec a < b. 

1. Soit / e C^(\a,b\,W)- Montrer que lim [ f (t)sin(nt)dt = 0. 

n^ooJa 

2. Soit / une fonction en escalier sur [a,b], Montrer qu’on a encore 

f b 

lim / f(t)sin(nt)dt = 0. 

n^oo J a 

3. En deduire que ce resultat reste vrai pour une fonction continue par morceaux 
sur [ci,b\. 

l./etant de classe C 1 on peut integrer par parties en derivant/ ; un facteur 1 / n appa- 
raitra dans une primitive de sinOit) ce qui permettra de montrer que la limite est 
bien nulle. 

L’ integration par parties est bien un argument specifique aux fonctions de classe C 1 : 
ce calcul sera impossible dans les questions suivantes car la fonction / n’y sera 
merne plus necessairement continue. 




En integrant par parties on a, pour n =£ 0 : 


1 [ b , 

H — / / (t)cos(nt)dt. 
n Ja 


f 


f (t)sin(nt)dt = 


fit) 


—cos (nt) 


D'une part, le crochet vaut -(/(a)cos(na) — f (b)cos(nb)) qui tend vers 0 
n 

quand n tend vers +oo. 

D'autre part, on peut majorer la derniere integrale en introduisant le reel 


M — max{|/'(f)| : t e [a,b]} 

(qui existe car/' est continue sur le segment [a,b \) : 

M(b — a) 


1 r , 

~ / f 
n Ja 


(r)cos(«r)dt 


done cette integrale tend aussi vers 0 quand n tend vers +oo. 


f 


Ainsi, on a bien lim / f(t)sin(nt)dt = 0. 
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2./etant en escalier sur \cpb\ il existe un entier naturel non nul p, une subdivision 
a = cq < ■ ■ ■ < c p = b de [ a . b\ et p nombres reels (pas forcement distincts) 

Ao,...,A p -i tels que, pour tout k e {0 ,p — 1}, et pour tout x e]c^,Cjt+i[, 

fix) = X k . 

Attention au choix des notations! La lettre n etant deja prise par Tenoned il faut 
en choisir une nouvelle pour numeroter les elements de la subdivision. 

Sur chacun des intervalles ]cy ( ,c'r+i I le calcul est simple puisque/y est constante ; 
nous allons done decouper le segment \a,b\ aux points c k a l’aide de la relation de 
Chasles. 


W\ 


D'apres la relation de Chasles : 

rb r<’k+\ 

/ f {t)&m(nt)dt = / f (t)sin(nt)dt . 

J ci k=0 ^ c * 

Or, a k fixe et pour n e N* quelconque : 

rck + 1 r c k+i 

/ f(t)sin(nt)dt = / X k sin(nt)dt 

Jck j Cl 


cos(nt) 


-Xu 


= — (COS(77Q + l) — COS(77Cjt)). 

n 

Comme la fonction cosinus est bornee en valeur absolue par 1 sur Ion a 
done : 


£ 


/(r)sin(77r)dr 


2|A*| 


On conclut avec la relation de Chasles donnee plus haut : 

r c k + 1 

f(t)sin(nt)dt 


f b 


/ f(t)sin(nt)dt 
J a 

~ 


CC 

E/ 

k=0 Jc k 

fC 

E / 

/ — n J ci 


f(t)sin(nt)dt 


n 


Ainsi : lim / f(t)sm(nt)dt = 0. 

»^oo J a 


< — ( I Ao | + • • • + |A„_i|). 
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3. Commengons par raisonner qualitativement. 

, f h 

On sait que, si p est une fonction en escalier sur I p(t)sin(nt)dt est proche 

J Cl 

de 0 pour n assez grand. De plus,/etant continue par morceaux, on sait qu’on peut 
l’approcher aussi pres que l’on veut par une fonction en escalier p et done que les 

f b 

integrates de/et de p seront proches ; ainsi, pour n assez grand, / f (t)s'm(nt)dt 

J a 

est proche de 0. 

Ainsi, on commencera par approcher/par une fonction en escalier tp puis on consi- 


r l 

derera des entiers assez grands pour que / p(t)s\n(nt)dt soit proche de 0. 

J a 

II reste maintenant a formaliser ceci en utilisant rigoureusement le theoreme d’ ap- 
proximation des fonctions continues par morceaux par les fonctions en escalier. 


IP 


Soit un reel li > 0. 

/etant continue par morceaux sur le segment [aM U existe une fonction p 
en escalier sur [ci,b"\ telle que : Vx e [a,Z?],|/(x) — p{x)\ < h. 

f b 

De plus, lim / p(t)sin(nt)dt = 0 ; il existe done un entier naturel N tel 

"-*■ 00 J a 

f b 

que, pour tout entier n ^ N, / p(t)sm(nt)dt < h . 

J a 

On a done, pour n > N : 


f 


f (t)sm(nt)dt 


b ob 

( f(t ) — p(t))sin(nt)dt + / p(t)sin(nt)dt 

J Cl 


(/ (t) — p(t))sin(nt)dt 


f 

< [ \f(t) - p(t)\\sin(nt)\dt + h 
J Cl 

< (b — a + 1 )h. 


p(t)sin(nt)dt 


Considerons maintenant un reel e > 0. Posons h = s/(b — a + 1). Soit p 
la fonction en escalier et N I'entier naturel ci-dessus correspondant a ce 
choix de h. 

-b 


On a alors, pour tout entier n ^ N : 


/ 


/(r)sin(nr)dt 


< £. 
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Ceci signifie exactement, par definition de la Limite d'une suite, que 



/(t)sin(wr)df = 0. 



On voit que, pour arriver a « ^ e » a la fin, il a fallu ecrire le theoreme d’ap- 
proximation avec h. Ceci est courant et, pour trouver la bonne forme dc h a poser, 
il est generalement utile de commencer avec h puis, a posteriori , de choisir h en 
fonction de e pour obtenir exactement l’inegalite souhaitee. 


Exercice 8.9 : Etude d'une fonction definie par une integrate 


Pour x e M/ on pose 

m = r 

J X t 

1. Montrer que/ est derivable sur et donner une expression de sa derivee sans 
symbole integral (ne pas chercher une primitive explicite de la fonction integree). 

2. Montrer que lim f(x) = 0 (on pourra integrer par parties avant de majorer 

X — > + 00 

l’integrale). 

3. Montrer que/possede une limite ftnie en 0 que l’on determinera. On pourra 
etudier le comportement quand v tend vers 0 de 

f 2x cos (f) — 1 
/ d t. 


1. La fonction integree ne possede pas de primitive exprimable a l’aide des fonc- 
tions usuelles ; les changements de variable ou integrations par parties que l’on 
pourrait etre tente d’essayer ne simplifient pas l’expression. 

Cependant, nous savons calculer les derivees d’expressions de ce type ; plus preci- 
sement, la derivee d’une application de la forme x f* g(t)dt, avec a fixe et g 
continue, est tout simplement la fonction g (ce resultat est parfois appele theoreme 
fondamental de V analyse). Ici, x apparait dans les deux bornes, ce qui n’est pas 
contraignant car on peut utiliser la relation de Chasles : 
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Formule autrement : si on pose F (x ) = f* cos . (l> dt (qui est, d’apres le cours, la pri- 
mitive nulle en 1 de x eo ^- > ), on a fix) = F(2x) — F(x). 


IF 


cos (f) 

La fonction t i-> — - — est definie et continue sur R+ et possede done une 
primitive F. 

Par ailleurs, fix) = F(2x) — F(x) done, F etant derivable, / Lest egale- 
ment. De plus : 

F\ 2x) - F'(x) 
cos(x) cos(2x) — cos(x) 

X X 

relation cos(2x) — cos(x) = 

sin(x/2)sin(3x/2) 
x 


Vx e Rl, f(x ) = 2 


soit 


Vx e 


fix) = 2 


cos(2x) 


ou encore, en utilisant la 
— 2 sin(x/2)sin(3x/2) : 


Vx e R* f\x) = —2 



L' utilisation de la formule de trigonometric pour factoriser la derniere expression 
n’est pas absolument necessaire au regard de la question posee. Ceci dit, il est utile 
de savoir factoriser ce genre d’expression pour pouvoir, si necessaire, determiner 
aisement le signe et les points d’annulation de la fonction. 


2. Une majoration directe ne permet pas de conclure. En effet, la seule majoration 
simple possible du cosinus sur R est la constante 1 . On obtient alors : 

f 2x 1 

Vx e R^_, |/(x)| < / -df = ln(2) 

Jx t 

qui ne permet pas de conclure. 

L’idee de l’integration par partie est de faire apparaitre 1 / 1 2 dans l’integrale, ce qui 
fournira un terme en 1/x dans la majoration. 

Nous allons done « deriver \/t et primitiver cos(r) ». 


IF 


D'apres la formule d'integration par parties : 


/ 


COS it) 


d t = 


sin(t) 


n2x 

Jx 


sin(2x) 

2x 


+ 

sin(x) 


sin(t) 


[ 


d t 


sin(r) 


At. 
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Les deux premiers termes tendent clairement vers 0 quand x tend vers +oo. Reste 
a traiter l’integrale : cette fois, la majoration fournira un resultat interessant. 


Une majoration grossiere donne 
r 2x sin(r) 

L 

Ainsi, I'expression de/(x) trouvee plus haut est la somme de trois termes 

tendant vers 0 quand x tend vers +oo : on a done lim fix) = 0. 

*-> + 00 


f 2x 1 1 

L ? d, = r x - 




3. Le probleme de la definition de / est que la fonction integree diverge en 0. Dans 
l’integrale qu’il est ici suggere d’etudier, on peut effectuer une majoration simple, 
encore une fois grace a une formule de trigonometric. 


W\ 


Comme cos(r) — 1 = — 2snr(r/2) pour tout reel t on a : 


Vx e 


C 2x cos(t) — 1 f- 

J X t J X 


2 sin 2 (t/2) 


d t. 


En utilisant I'inegalite |sin(0)| < \9\, vraie pour tout reel \0\, il vient suc- 
cessivement, pour tout reel x > 0 : 

° 2x cos (t) — 1 


jT 


-dr 


< r 

2sin 2 (r/2) 

* Jx 

r 


r 


t 1 / 2 3x 

dr = — 

r 4 


, , cos(r) — 1 . 

Ainsi, lim | / dr ) = 0. 

*->o 

Par ailleurs : 


« 


fix) 


-f 


cos (r) 


cos(r) — 1 


dr = J — — dr + / -dr 


f 2x l 

L f 


et 


f 2x 1 

/ -dr = 

Jx t 


-dr = In (2). 


En conclusion : 


lim f{x) = In (2). 
*->o 
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Exercice 8.10 : Integrates doubles : rectangle et triangle 


1. Soit R le rectangle [0,2] x [0,1]. Calculer 


I = 


JL 


(x + y) 2 dxdy. 


2. Soit T le triangle de sommets (0,0), (1,0) et (0, 1). Calculer 


JL 


J — I j x z ydxdy. 


1. II s’agit d’une integrate sur un rectangle dont les cotes sont paralleles aux axes : 
autrement dit, le domaine d’integration est l’ensemble des couples ( x,y ) avec 
0<x<2et0<y< 1. 

Dans cette situation, c’est-a-dire quand les deux variables varient entre des bornes 
fixes, nous avons le choix de l’ordre d’integration : c’est le theoreme de Fubini. 


W\ 


On a 


JL 


(x + yydxdy = 


ff 


(x + y)~dxdy 


Calculons I'integrale interieure : on considere y comme une constante. II 
vient : 


f 


(x + y) 2 dx = 


3^ + y) 3 


= -((y + 2) 3 — y 3 ) 

= I(6y 2 +12y + 8) 


d'ou 


I = 


Jo 3 


-(6/ + 12y + 8)dy 


I [2y 3 + 6y 2 + 8y]J 

16 

y 


D’apres le theoreme de Fubini on aurait pu integrer d’abord par rapport a y puis par 
rapport a x. Cela aurait donne les calculs suivants : 
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(x + yYdy = - 


fl 3I 1 

~(x + y ) 3 

Jo 


= -((a + l ) 3 -x 3 ) 


— — (3x + 3x H - 1) 


= f - 

Jo 3 

1 r ^ 

3 [ x 


(3a 2 + 3a + l)dA 


= - A + -A + A 


2. Cherchons une description de T a l’aide d’encadrements dc a ct v. 

On peut voir T comme 1’ ensemble des couples (a ,y) avec 0 < a < 1 et 


0 < y < 1 — a. Dans ce cas, J = 


A‘ydydA. 


Nous n’avons plus le choix de l’ordre d’integration : la derniere integrale (celle 
qui se trouve a l’exterieur) doit avoir des bornes fixes pour avoir un sens ! 


Si l’on prefere decrire T comme 1’ ensemble des couples (a ,y) avec 0 < a < 1 — y 

r 1 r l ~y - 


et 0 < y < 1, il faut integrer dans 1’ autre sens : J = 


a ydAdy. 


D’apres le cours, les deux calculs donnent bien le meme resultat. 
v71 Les elements de T sont decrits par les encadrements : 

m ,0 < , <1 


0 < y < 1 - a 


On a done : 


J = f i A 2 ydydA. 

Jo Jo 


Integrale interieure : a est constant et 


x-ydy = a — 


r 2 1 1 

A 2 — — 

L 2j( 


= -x 2 (l — a) 2 

= -(a 4 — 2a 3 + A 2 ). 
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Ain si : 


J = 


h 2 


~(x — 2x + x~)dx 
2 


1 5 1 4 1 i 

5 A " 2 V + 3 V 


Si l’on avait plutot ecrit 


1 r l-y 


J = 


f 7 


x 2 ydxdy 


on aurait fait des calculs analogues, en integrant d’abord par rapport a x puis par 
rapport a y ; le resultat obtenu est le meme. 

Plus precisement : 


puis 



x 2 ydx 


^(-/ + 3y 3 -3y 2 + y) 


J 


J o ^(-y 4 + 3y 3 - 3y 2 + y)dy 


1 

3 



3 

4 


/ + y 3 - 


-it 

. 0 


1 

60' 


Exercice 8.11 : Integrate double en polaires 


Dans M 2 on designe par D a le disque de centre (0,0) et de rayon a > 0. 
Calculer 


■ fL 


I„= I j e~ (x +>’ } d.rdy. 
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II n’y a aucune hesitation a avoir : le domaine d’integration est un disque done le 
changement de variable polaire s’ impose ! 

• Tout d’abord, changeons les variables dans la fonction a integrer : 

Notons ( r,6 ) les coordonnees polaires d’un point de coordonnees cartesiennes 
(x,y) . Alors : 

x = r cos (9) 
y = r sin($) 

et done : e~^ 2+y2) = e~ r ~ . 

• D’apres le cours, T element differentiel polaire est rdrdd. 

• Enfin, il faut determiner le nouveau domaine d’integration. 

Autrement dit, nous devons decrire le disque D a par des encadrements portant sur 
r et 6, de sorte qu’aucun point du disque n’apparaisse plusieurs fois dans cette des- 
cription, ou au pire que T ensemble des points qui apparaissent plusieurs fois soit 
d’aire nulle. 

En 1’ occurence, on peut decrire les points de D a par 

0 < r < a 
0 < 9 < 2tt 


Les points qui sont decrits plusieurs fois sont l’origine {r = 0, 6 quelconque) et les 
points du segment [0,1] x {0} de M 2 , pour lesquels r est donne mais 9 peut valoir 
0 ou 2ir. 

Les points de D a decrits de plusieurs manieres forment done un ensemble d’aire 
nulle : nous pouvons done prendre 0 et a comme bornes d’integration sur la 
variable r et 0 et 2 tt comme bornes pour 6. 

• On peut enfin ecrire la formule de changement de variable polaire : 




/* n r s>ci 

I a = e~ {x2+y2) dxd y = / / e- rl rdrd0. 

J J D a JO Jo 

I'inte 

r- 

Jo 


Calculons 1'integrale interieure : 


e 1 rdr = 


— e 
2 


1 1 


2 2 e 


Et enfin, le resultat ne dependant pas de 6, 1'integrale exterieure est imme- 
diate : 
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L’ etude des courbes parametrees s’effectue toujours en suivant les memes etapes. 

• Dans un premier temps, on determine l’intervalle d’etude. Celui-ci depend du lieu 
de definition des fonctions qui entrent en jeu. Souvent, des considerations de 
symetrie permettent de restreindre l’intervalle d’etude et de minimiser ainsi le 
nombre de calculs. 

• Dans un deuxieme temps, on etudie la courbe sur l’intervalle determine prece- 
demment par des moyens appropries. II est egalement utile de chercher a com- 
prendre ce qui se passe aux bornes de l’intervalle et d’y calculer les eventuelles 
tangentes, asymptotes, etc. 

• Dans un troisieme temps, enfin, on trace la courbe, a l’aide des informations 
recueillies. 


COURBES PARAMETREES DEFINIES EN COORDONNEES CARTESIENNES 

Soit ( 0,i,j ) un repere orthonorme de M 2 . 


Exercice 9.1 : Cyclo'ide 


Tracer la courbe C defmie, en coordonnees cartesiennes, par : 

| x(t) = t — sin(t) 

\y(t) = 1 cos(t) 
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Intervalle d ’etude 

Les fonctions x et y sont defmies sur R tout entier. Cependant, nous pouvons nous 
restreindre, pour leur etude, a un intervalle plus petit, a l’aide des symetries. 
Remarquons que, quel que soit t e R , on a 

x(t + 2ir) = 2ir + x(t) et y(t + 2ir) = y(t). 

Cela signifie que l’on passe du point de coordonnees cartesiennes (x(t),y(t)) au 
point de coordonnees cartesiennes (x(t + 2n),y(t + 2n)) en effectuant une transla- 
tion de vecteur 2iri . Par consequent, il nous suffit d’etudier les fonctions x et y sur 
un intervalle de longueur 27 t, par exemple [0,27 t] ou [— 7t,7t]. 

Remarquons encore que, quel que soit t e R , on a 

x(-t) = -x(t) et y(-t) = y{t). 

Cela signifie que l’on passe du point de coordonnees cartesiennes (x(t),y(t)) au 
point de coordonnees cartesiennes (x(—t),y(—t)) en effectuant une symetrie par 
rapport a l’axe des ordonnees. Une etude des fonctions x et y sur 1’ intervalle [0, 7r] 
nous permettra done de les connaitre sur 1’ intervalle [ — 7r, 7t] et done sur R, d’apres 
le point precedent. 

Etude sur l’intervalle [0,7r] 

Dressons le tableau de variation des fonctions x et y sur l’intervalle [0,7r]. 
Calculons, tout d’abord, leur derivee : 

x'(t) = 1 — cos(t) 

y'(t) = sin (f) 

On en deduit aussitot que, quel que soit t e [0,7r], on a x'(t) > 0 et y'(t) > 0. 

Le tableau de variation prend la forme suivante : 
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Calculons egalement les coordonnees des points situes aux extremites de l’inter- 
valle d’etude, ainsi que la direction des tangentes en ces points. 

Le point correspondant at = 0 a pour coordonnees cartesiennes (0,0). Le vecteur 
(x / (0),y'(0)) = (0,0) ne nous donne pas d’information sur la tangente a la courbe 
en ce point. Aussi devons-nous calculer des derivees supplementaires. Le vecteur de 
coordonnees (x"(0),y"(0)) = (0,1) = j n’etant pas nul, il dirige la tangente a la 
courbe. 

Le point correspondant a t = tt a pour coordonnees cartesiennes (tv, 2). Le vecteur 
(x'(7 r),/(7r)) = (2,0) = 2 i n’etant pas nul, il dirige la tangente a la courbe. 

Trace de la courbe 

Nous traqons tout d’abord la portion de la courbe correspondant at e [0 , 7r] . Cette 
partie est tracee en gras. Le reste de la courbe est obtenu par les arguments de sy me- 
tric decrits lors de la determination de l’intervalle d’etude 



Exercice 9.2 : Astroide 


Tracer la courbe C definie, en coordonnees cartesiennes, par : 

1 x(t) = 4cos 3 (t) 

{ y(t) = 4sin 3 (t) 


Intervalle d’etude 

Les fonctions x et y sont definies sur M tout entier. Cependant, nous pouvons nous 
restreindre, pour leur etude, a un intervalle plus petit, a l’aide des symetries. 
Remarquons que, quel que soit t e R , on a 

x(t + 2-7t) = x(t) et y(t + 2ir) = y(t). 
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Par consequent, il nous suffit d’etudier les fonctions x ct v sur un intervalle de lon- 
gueur 2n. 

Remarquons encore que, quel que soit t e M , on a 

x(t + n) — —x(t) et y(t + n) — —y(t). 

Cela signifie que l’on passe du point de coordonnees cartesiennes (x(t).y(t)) au 
point de coordonnees cartesiennes (x(t + n), y(t + 7r)) en effectuant une symetrie 
par rapport a l’origine O. Cette remarque nous permet de restreindre l’etude a un 
intervalle de longueur n. 

Remarquons egalement que, quel que soit t el,ona 

x(t+ 7 ^ = ~y(t) et y (t + 0 =*(». 

Cela signifie que l’on passe du point de coordonnees cartesiennes (x(t),y(t)) au 
point de coordonnees cartesiennes ( x{t + ir/2),y(t + ir/2)) en effectuant une rota- 
tion d’angle n/2. Cette remarque nous permet de restreindre l’etude a un intervalle 
de longueur n/2. 

Remarquons finalement que, quel que soit t e M , on a 

x(-t)=x(t) et y(-t) = -y(t). 

Cela signifie que l’on passe du point de coordonnees cartesiennes (x(t),y(t)) au 
point de coordonnees cartesiennes (x(—t),y(—t)) en effectuant une symetrie par 
rapport a l’axe des abscisses. Une etude des fonctions x ct y sur l’intervalle [0,7r/4] 
nous permettra done de les connaitre sur l’intervalle [ — 7 t/4,7t/ 4] , ce qui nous suf- 
fit pour tracer entierement la courbe, d’apres le point precedent. 

Etude sur l’intervalle [0,7r/4] 

Dressons le tableau de variation des fonctions x ct y sur l’intervalle [0,7 t/ 4]. 
Calculons, tout d’abord, leur derivee : 

x'(t) = — 12sin(t)cos 2 (t) 

y'(t) = 12cos(t)sin 2 (t) 

Le tableau de variation prend la forme suivante : 
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Etudions, a present, les tangentes a la courbe aux points correspondant aux extremi- 
tes de l’intervalle. Lorsque t = 7t/4, la tangente est dirigee par le vecteur 
(x'(vr/4),/(7r/4)) = (-3^23^2) , qui est colineaire au vecteur (—1,1) = —i + j . 
Lorque t = 0, le vecteur (.r'(0),y'(0)) est nul et ne donne pas d’information sur la 
tangente. Le vecteur (x"(0),y"(0)) = (—12,0) = —12/ n’est pas nul et dirige done 
la tangente. On en deduit que la tangente est horizontale en ce point. 

Trace de la courbe 

Nous traqons tout d’abord la portion de la courbe correspondant ate [0,7r/4], 
Cette partie est tracee en gras. Le reste de la courbe est obtenu par les arguments de 
symetrie decrits lors de la determination de l’intervalle d’etude. 
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Exercice 9.3 : Courbe rationnelle 


Tracer la courbe C definie, en coordonnees cartesiennes, par : 

t 3 

x(t) = 


y(f ) = 


(t-m+2) 

t 2 — 2 1 


Intervalle d ’etude 


La fonction x est definie sur R \ {—2,1} et la fonction y est definie sur K \ {1}. Ces 
fonctions ne presentent pas de symetrie visible. Aussi les etudierons-nous simple - 
ment sur leurs intervalles de definition. 


Etude des fonctions 


Dressons le tableau de variation des fonctions x et y. Calculons, tout d’abord, leur 
derivee, la oil elle est definie : 


Wt e R\ {—2,1}, 

x'(t) 

M\ {!}, 

y'(t ) 


t 2 (t 2 + 2t — 6) 

(t~ DHt + 2) 2 

t 2 -2t + 2 
(t - l) 2 


Le polynome X 2 + 2X — 6 possede deux racines : — 1 — \fl et — 1 + \fl . En 
revanche, le discriminant du polynome X 2 — 2X + 2 est strictement negatif et ce 
polynome ne prend done que des valeurs strictement positives sur R. 

Nous pouvons, a present, dresser le tableau de variation : 


t 

-1-V7 -2 1 -1+V7 +°° 

x' 

+ o - 

- 0 + 

y’ 

+ + + 

+ + 

X 

0 

+ OO 

+ OO + OO 

^ /? ^ 

y 

+ OO 

8 

3 

+ OO 


Nous avons note a = x(— 1 — y/l) — —6,34 et (3 = x(— 1 + \/7) ~ 1,89. 
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Etude des branches a l’infini 

Avant de tracer la courbe, il nous reste a etudier les branches a l’infini. 

L’ etude au voisinage dc t = —2 est particulierement simple. En effet, la fonction y 
admet une limite finie en t — —2, alors que la fonction * tend vers l’infini. On en 
deduit aussitot que la courbe possede une asymptote horizontale d’equation 

y = -8/3. 

Pour etudier le comportement au voisinage des autres valeurs de t, nous aurons 
besoin d’etudier la fonction y/x. Calculons-la des a present : 


Vf e R\ {-2,0,1} 


y(t) 

x(t) 


(t — 2)(t + 2) t 2 - 4 


Plaqons-nous, a present, au voisinage de — oo. On a 


lim +> = 1. 

t-y-oo x{t) 


Par consequent, la courbe possede une direction asymptotique d’equation y — x. 
Calculons-la plus precisement : 


lim y(t) — x(t) = 

t—y—oo 


-At 

lim 

(t - m + 2 ) 


= 0 . 


Par consequent, la droite d’equation y = x est asymptote a la courbe lorsque t tend 
vers — oo. Un calcul similaire nous montre que cette droite est encore asymptote 
lorsque t tend vers +oo. 

Plaqons-nous, a present, au voisinage de t — 1 . On a 


lim 


y(t) 


►1 x{t) 


= -3. 


Par consequent, la courbe possede direction asymptotique d’equation y = —3x. 
Calculons-la plus precisement : 


4t 3 - At 

limy(t) + 3 x(t) = lim 

t-yl (t - 1)0 + 2) 


lim 

r-> l 


At(t + 1) 
t +2 


8 

3' 


Par consequent, la droite d’equation y — —3x + 8/3 est asymptote a la courbe 
lorsque t tend vers 1 . 
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Trace de la courbe 



COURBES PARAMETREES DEFINIES EN COORDONNEES POLAIRES 

Soit ( 0,i,j ) un repere orthonorme de M 2 . Nous nous interesserons dans ce para- 
graphe a des courbes parametrees defmies en coordonnees polaires. 

Quel que soit 9 e R, nous noterons 

uq — cos (Q)i + sin($) j et vq = —sin (6)i + cos (8) j . 


Exercice 9.4 : Cardioide 


Tracer la courbe C definie, en coordonnees polaires, par l’equation 
p(0) = 2(l+cos(0)). 
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Intervalle d ’etude 

La fonction p est defmie sur R tout entier. Cependant, nous pouvons nous res- 
treindre, pour son etude, a un intervalle plus petit, a l’aide des symetries. 
Remarquons que, quel que soit 9 e R , on a 

p{9 + 2ir) = p{9). 

Par consequent, il nous suffit d’etudier la fonction p sur un intervalle de longueur 
27 r, par exemple [0,27 r] ou [ — 7r,7r] . 

Remarquons encore que, quel que soit 9 e R , on a 

p(-9) = p(9). 

Cela signifie exactement que pour passer du point de coordonnees polaires (p(9),9) 
au point de coordonnees polaires (p(—6),—9 ) , on effectue une symetrie par rapport 
a l’axe des abscisses. Une etude de la fonction p sur l’intervalle [0,7r] nous permet- 
tra done de la connaitre sur 1’ intervalle [— 7r,7r] et done sur R, d’apres le point pre- 
cedent. 

Etude sur 1’intervalle [0,7r] 



Pour tracer la courbe, il nous suffit de connaitre le signe de la fonction p ainsi que 
les points correspondant aux extremites de V intervalle d’ etude et les directions des 
tangentes en ces points. En particulier, il n’est pas utile de dresser le tableau de 
variations de la fonction p. 


Quel que soit 9 e [0,7r], on a 

p(9) = 2(1 + cos(0)) > 0. 

Etudions, a present, le point correspondant a 9 = 0. Ce point s’ecrit (4,0) en coor- 
donnees polaires et done (4,0) en coordonnees cartesiennes. La tangente en ce point 
est dirigee par le vecteur 


p\0)u 0 + p(0)vo = 4u 0 - 

Etudions, a present, le point correspondant a 9 — tt. Ce point s’ecrit (0,7r) en coor- 
donnees polaires et done (0,0) en coordonnees cartesiennes. Puisque p(tt) est nul, 
nous savons que la tangente en ce point est dirigee par le vecteur u^. 
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Trace de la courbe 

Nous tra 5 ons tout d’abord la portion de la courbe correspondant at e [0 , 7r] . Cette 
partie est tracee en gras. Le reste de la courbe est obtenu par les arguments de syme- 
trie decrits lors de la determination de l’intervalle d’etude. 



Exercice 9.5 : Rosace 


Tracer la courbe C definie, en coordonnees polaires, par l’equation 
p(9) = sin (y) . 

On apportera un soin particulier a l’etude des symetries de cette courbe. 


Intervalle d’etude 

La fonction p est definie sur R tout entier. Cependant, nous pouvons nous res- 
treindre, pour son etude, a un intervalle plus petit, a l’aide des symetries. 

• Remarquons que, quel que soit 6 e R , on a 

P (# + y j = sin + 2 t rj = p(0). 

Cela signifie exactement que pour passer du point de coordonnees polaires ( p(9),6 ) 
au point de coordonnees polaires (p(9 + 4tt/3),9 + 4vr/3), on effectue une rotation 
d’angle 47r/3. Par consequent, il nous suffit d’etudier la fonction p sur un intervalle 
de longueur 47t/3. 
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Contrairement aux exemples precedents, il ne suffira pas ici de tracer la partie de 
la courbe correspondant a une variation de 6 de 47t/3 . En effet, les points corres- 
pondant a 9 et 9 + 47r/3 sont differents, meme si p(9) — p(9 + 4ir/3). Pour que 
les points correspondant a 9 et 9 + a soient identiques, il suffit que a soit mul- 
tiple de 47t/3, pour que p ne change pas, et multiple de 2 tt, pour que 9 ne change 
pas. Le plus petit a convenable est a — 4ii. Par consequent, une fois qu’on a trace 
la courbe sur un intervalle de longueur 47t/3, il faut encore effectuer deux rota- 
tions d’angle 47t/3 pour obtenir la courbe complete. 

• Remarquons encore que, quel que soit flet.ona 



Cela signifte que pour passer du point de coordonnees polaires (f)(9), 9) au point de 
coordonnees polaires (p(9 + 2tt/3).9 + 2tt/ 3), on effectue une rotation d’angle 
27 t/ 3, puis une symetrie centrale, autrement dit, une rotation d’angle — n/3. Ce 
point, joint au precedent, montre qu’il nous suffit d’etudier la fonction p sur un 
intervalle de longueur 27 t/3. 

• Remarquons fmalement que, quel que soit 9 e R , on a 

p(-9) = —p(9). 

On passe done du point de coordonnees polaires (p(9),9) au point de coordonnees 
polaires (p(—9),—9) en effectuant une symetrie par rapport a l’axe des ordonnees. 
Cela nous permet de restreindre encore l’intervalle d’etude a [0, 7 t/3] . 

Resumons, a present, la strategic. Nous commenqons par etudier la fonction p sur 
l’intervalle [0, 7 t/ 3] . On en deduit son comportement sur [— 7 t/3,7t/ 3], grace au der- 
nier point, puis sur [ — 7r/3,7r], grace au deuxieme point et done sur R, grace au pre- 
mier point. 

Etude sur l’intervalle [0,7r/3] 

Quel que soit 6 e [0,7r/3], on a 36/2 e [0,7r/2] 

M9) = sin(y) 

Etudions, a present, le point correspondant a 6 = 0. Ce point s’ecrit (0,0) en coor- 
donnees polaires et done (0,0) en coordonnees cartesiennes. Puisque p( 0) est nul, 
nous savons que la tangente en ce point est dirigee par le vecteur uq . 

Etudions, a present, le point correspondant a 9 — ir/3. Ce point s’ecrit (l,7r/3) en 


et done 
^ 0 . 
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coordonnees polaires et done (l/2,V3/2) en coordonnees cartesiennes. La tangente 
en ce point est dirigee par le vecteur 

p '(D 5 f =s f- 


Trace de la courbe 

Nous tra 5 ons tout d’abord la portion de la courbe correspondant ate [0,7t/3] . Cette 
partie est tracee en gras. Le reste de la courbe est obtenu par les arguments de syme- 
trie decrits lors de la determination de l’intervalle d’etude. 



Exercice 9.6 : Branche infinie polaire 


Tracer la courbe C definie, en coordonnees polaires, par 1’ equation 
p(0) = tan f 0 . 

Intervalle d’etude 

La fonction p est definie sur 

/ = R \ {n + 2kn | k e Z} . 

Cependant, nous pouvons nous restreindre, pour son etude, a un intervalle plus 
petit, a l’aide des symetries. 
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• Remarquons que, quel que soit 9 e /, on a 



Par consequent, il nous suffit d’etudier la fonction p sur un intervalle de 
longueur 2n. 

• Remarquons encore que, quel que soit 9 e I, on a 


On passe done du point de coordonnees polaires (p(9),9) au point de coordonnees 
polaires ( p{—9),—9 ) en effectuant une symetrie par rapport a l’axe des ordonnees. 
Cela nous permet de restreindre l’intervalle d’etude a [0,7r[. 

Etude sur l’intervalle [0,7r[ 

Quel que soit 9 e [0,7r[, on a 9/2 e [0,7r/2[ : 


• Etudions, a present, le point correspondant a 9 — 0. Ce point s’ecrit (0,0) en coor- 
donnees polaires et done (0,0) en coordonnees cartesiennes. Puisque p( 0) est nul, 
nous savons que la tangente en ce point est dirigee par le vecteur u q. 

• Remarquons que la limite de p(B) lorsque 9 tend vers it par valeurs inferieures est 
egale a +oo. Par consequent, la courbe C possede une direction asymptotique hori- 
zontale dans le repere (O.u-.v^). 

Notons A la droite passant par l’origine du repere et dirigee par le vecteur u^. C’est 
la droite d’equation y = 0. L’ asymptote eventuelle est la droite A + k oil 


Par consequent, k = —2. On en deduit que 1’ asymptote est la droite d’equation 
y = 2. 


P(~9) = -p(0). 



k = lim p(9)sin(9 — it). 


Quel que soit 9 e [0,7r[, on a 
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11 faut prendre garde a bien decaler la droite asymptote de k unites dans le sens 
du vecteur v n . Dans notre cas, ce vecteur est dirige vers le bas. Par consequent, 
nous devons deplacer la droite de 2 unites vers le bas dans le repere (O ,u n ,v n ) , 


ce qui revient a dire de 2 unites vers le haut dans ( 0,i,j ). 


Trace de la courbe 

Nous tra 5 ons tout d’abord la portion de la courbe correspondant are [0,7r[. Cette 
partie est tracee en gras. Le reste de la courbe est obtenu par les arguments de syme- 
trie decrits lors de la determination de l’intervalle d’etude. 
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Exercice 10.1 : Difference symetrique 


Soit E un ensemble. On note V(E) l’ensemble de ses parties. Si F et G sont deux 
parties de E, on definit leur difference symetrique par 

FAG = (F\G)U(G\ F ). 

1. Soient F,G e V{E). Montrer que l’on a 

F\G = FHG C . 

2. Montrer que (V(E), A) est un groupe commutatif. 

Avant de commencer, il est bon de faire un dessin pour se representer la situation. 
Cette remarque vaut, de maniere generate, pour les exercices qui concernent les 
ensembles. Si F et G sont deux sous-ensembles de E, rappelons que F \ G designe 
l’ensemble des elements de F qui n’appartiennent par a G. Par consequent, les ele- 
ments de la difference symetrique FAG — (F \ G) U (G \ F) sont les elements de 
E qui appartiennent a F mais pas a G ou a G mais pas a F, autrement dit, ce sont 
les elements qui appartiennent a un et un seul des deux ensembles F et G. 
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1. Nous voulons montrer l’egalite de deux ensembles. Dans ce cas de figure, on rai- 
sonne generalement par double inclusion. 

\ M • Montrons, tout d'abord, que F \ G c F HG C . Soit x e F \ G. Par defi- 

^ nition, cela signifie que x e F et x <£ G. Cette derniere condition signifie 

exactement que x e G c . Par consequent, nous avons x e F et x e G c , 
autrement dit, x e F n G c . 

• Reciproquement, montrons que FnG f cF\G. Soit x e F D G c . Par 
definition, on a x e F et x e G c , autrement dit x £ G. Nous avons done 
x e F\G. 

Finalement, nous avons bien F \ G = F n G c . 

2. Nous devons montrer qu’un certain ensemble muni d’une loi de composition 
interne est un groupe commutatif. Ici, nous n’ avons pas d’ autre choix que de veri- 
fier, un a un, les axiomes defmissant un groupe commutatif. Rappelons qu’un 
ensemble G muni d’une loi de composition interne * est un groupe si 

- la loi * est associative, e’est-a-dire 

V (g ,//,/) e G 2 3 , (g * h) * i = g * (h * i ) ; 

- 1’ ensemble G possede un element neutre, e’est-a-dire un element e qui verifie 

Vg £ G,g *e = e*g = g; 

- tout element de G est inversible, e’est-a-dire 

Vg e G, 3/i eG,h*g = g*h=e. 
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Si, de plus, la loi * est commutative, c’est-a-dire 

V(g,h) G G 2 , g * h = h * g, 
on dit que le groupe (G,*) est commutatif. 

L’une de ces proprietes est ici evidente : il s’agit de la commutativite de la loi, qui 
decoule directement de sa definition. 


Commutativite 


IF 


Remarquons, tout d'abord, que la loi A est commutative. En effet, quels que 
soient F,G e V(E), on a 

FAG = (F \ G) U (G \ F) 

= (G \ F) U (F \ G) 

= GAF. 


Associativite 

Montrons, a present, 1’ associativite de la loi A. Nous devons done montrer que, 
quels que soient F,G,H G V(E), on a F A(GAH) = (FAG)AH. L’ operation \ 
est difficile a manipuler. II vaut done mieux essayer de se ramener aux operations 
plus classiques : D, U et . c . C’est d’ailleurs ce que nous suggere la premiere ques- 
tion. Pour ces operations, nous connaissons plusieurs formules qui pourront nous 
aider : 

-VF,G,H eV(E), F fl(GU H) = (F n G) U (F n H) ; 

-VF,G,H e V(E),FU(GDH) = (F U G) n (F U H) ; 

- VF,G e V(E), (F n G) c = F c U G c ; 

- VF,G e V(E), (F U G) c = F c n G c ; 

-VF G V(E), ( F c y = F. 

II ne nous reste plus, a present, qu’a utiliser ces formules pour demontrer l’associa- 
tivite de la loi A. Les formules que nous obtiendrons seront assez lourdes et il fau- 
dra done proceder par etapes, avec beaucoup de precautions. 


Soient F,G,H e V(E). Calculons F A{GAH). Nous avons 




FA(GAH) 


(F \ (GAH)) U ((GAF) \ F) 

(F n (GAH) C ) U ((GAH) n F c ), 
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d'apres la question precedente. Commengons par calculer (GAH) C : 


(GAH) C 


((G \H)U(H\ G)) c 
((G n H c ) U(HD G c )) c 

((G Uff)fl(GU G c ) n (. H c U H) n ( H c U G C )Y 
(G U H) c U (G U G c ) c U ( H c U H) c U (. H c U G c ) c 
(G c n h c ) u (G c n G) u (H n h c ) u (H dg) 
(G c nH c )U (GDH), 


car G c n G = 0 et H n H c = 0 . On en deduit que 

f n (gah) c = f n ((G f n h c ) u (G n h)) 

= (F n G c n h c ) u (F n G n Ft). 

Calculons, a present, ( GAFF ) n F c : 

(GAH) n f c = ((G n h c ) u(ffn G c )) n f c 

= (Gn// c nF c )u(//nG c nF f ). 

On en deduit que 

FA(GAH) = (F n G c n H c ) U (F n G n H) 

u (F c n g n h c ) u ( f c n G c n H). 

Calculons, a present, (FAG)AH. Puisque A est commutative, on a 

(FAG) AH = HA(FAG) 

= (H n f c n G c ) u (H n f n G) 

U (H c n F n G c ) U (H c DF C DG) 

= FA(GAH). 

Par consequent, la loi A est associative. 


Element neutre 

Cherchons, a present, l’element neutre e pour la loi A. Reflechissons en considerant 
notre dessin precedent. Quel que soit F e V(E), nous devons avoir F Ae — F . 
Si l’ensemble e coupe F, alors, en construisant F Ae, on ote une partie de F. Par 
consequent, nous ne pouvons pas avoir F Ae = F dans ce cas. 

Si l’ensemble e est disjoint de F, alors on voit facilement que l’on a F Ae = F U e. 
Pour que FUr^F, avec e disjoint de F, la seule solution est que e soit vide. Nous 
allons verifier que l’ensemble vide est bien l’element neutre recherche. 
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Montrons que I'ensemble vide est un element neutre pour la loi A. En effet, 
quel que soit F e V{E), on a 


F A0 = (F\0)U(0\F) = FU0-F. 

Puisque la loi A est commutative, nous avons egalement 0A F — F. 


Inverse 

II nous reste, a present, a montrer que tout element possede un inverse. Autrement 
dit, pour tout sous-ensemble F de E, nous devons trouver un ensemble G qui veri- 
fie FAG — 0. Regardons de nouveau le dessin. Si I’ensemble G contient un point 
qui n’appartient pas a F, alors ce point appartient a FAG. De meme, si un point de 
F n’appartient pas a G, alors ce point appartient a FAG. Par consequent, le seul 
candidat possible est G = F. 

Soit F e V(E). On a 

FAF = (F \ F) U (F \ F) = 0 U 0 = 0. 

Par consequent, I'element F possede un inverse qui est F. 

Finalement, nous avons montre que (V{E), A) est un groupe commutatif. 


Exercice 10.2 : Sous-groupes de Z A 


1. Montrer que, quel que soit n e Z la partie 

nL = [nk, k e Z} 

est un sous-groupe de Z. 

2. Soit G un sous-groupe non nul de Z. 

a. Montrer que I’ensemble E — {m e G, m > 0} n’est pas vide et que sa borne 
inferieure n appartient a E. 

b. Montrer que l’on a l’inclusion 

«Z C G. 

c. Montrer que l’on a l’egalite 

nZ - G. 

1. Cette premiere question est une simple question de verification. Nous la redi- 
geons sans plus attendre. 
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Nous avons 

0 = nO £ nZ. 

Soient u,v e nZ. Par definition, il existe k,l e Z tels que u =nk et 
v = nl. Nous avons alors 

u + v = nk + nl = n(k + /) e nZ. 

Soit u e Z. II existe k e Z tel que w = nk. Alors 

—u = —nk = n(—k ) € n Z. 

Finalement, nous avons montre que nZ est un sous-groupe de Z. 

2. Soit G un sous-groupe non nul de Z. L’enonce nous propose de montrer qu’il est 
necessairement de la forme nZ, avec n e N. Pour ce faire, il est logique de chercher 
a determiner d’abord un n candidat et de verifier, dans un second temps, que l’on a 
bien G = nZ. Comment trouver l’entier n ? Il se repere facilement dans le groupe 
nZ : c’est le plus petit element strictement positif du groupe. Nous voyons done 
qu’il est naturel de poser 


n = inf {m e G, m > 0}, 
ainsi que nous le propose Tenoned. 

2.a. Il suffit ici d’utiliser les definitions. 


Montrons que I'ensemble 

E = {m e G, m > 0} 

n'est pas vide. En effet, il existe un element g e Z n G qui est different 
de 0. Si g > 0, alors g e E. Sinon, g < 0, done — g > 0. Mais — g e G, 
puisque G est un groupe. On en deduit que — g e E. 

Posons 

n = inf (£■) . 

Observons que E est une partie de N. Elle admet done un plus petit element. 
Par consequent, n e E. 



Les considerations precedentes sont plus subtiles qu’il n’y parait. En effet, la 
borne inferieure d’une partie d’un groupe n’appartient pas necessairement a ce 
groupe. Pour s’en convaincre, il suffit de considerer le groupe (Q,+). On a, en 
effet, 


inf{x eQ,r>0)=0^{re Q,* > 0}. 
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2.b. Nous venons de montrer que n e E c G et nous devons, a present, montrer 
que, quel que soit ieZ, nous avons encore kn e G. Si k e N, ce n’est pas difficile. 
En effet, nous avons 


kn = n + • • • + n , 


oil le membre de droite comporte k termes. Puisque n e G, nous avons kn e G. Ce 
raisonnement se redige proprement a l’aide d’une recurrence. 




Montrons, par recurrence que, quel que soit k e N, la proposition 


Hf, : « kn e G » 


est vraie. 

• La proposition H 0 est vraie. En effet, nous avons 

On = 0 e G, 

car G est un sous-groupe de Z. 

• Soit k e N tel que est vraie. Nous avons alors kn e G. On en deduit 
que 


(k + I)/? = kn + 7? e G, 

car kn e G, par hypothese, et 77 e E c G, d'apres la question precedente. 
Par consequent, la proposition Hk + 1 est vraie. 

• Finalement, nous avons montre que, quel que soit k e N, on a kn e G. 

Nous avons traite le cas des elements de la forme kn , avec k ^ 0. II nous reste done 
a montrer que les elements de la forme kn, avec k <r 0, appartiennent a G. Nous 
pouvons nous ramener au cas precedent en utilisant le fait que, si k < 0, alors 
-k > 0. 



Soit k e Z tel que k ^ 0. Nous avons alors —k e N. Par consequent, nous 
savons que —kn e G. Son oppose kn appartient done encore a G. 
Finalement, nous avons montre que 


77Z c G. 


2.c. Nous devons montrer que tout element g de G s’ecrit sous la forme g = kn, 
avec k e Z. Les elements de Z ne possedent pas de telle ecriture en general. 
Cependant, nous pouvons les ecrire de fagon proche, a l’aide de la division eucli- 
dienne : quel que soit g e Z, il existe q e Z et r e {0,. . . ,?7 — 1} tels que 

g — qn + r. 
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Nous allons utiliser cette ecriture pour aboutir au resultat. Plus precisement, nous 
voulons montrer que si l’on ecrit un element g dc G sous la forme precedente, on a 
necessairement r = 0. 




Soit g e G. Nous avons n e E, done n e N*. Effectuons la division eucli- 
dienne de g par n. 



II est important de bien faire remarquer ici que n ^ 0. En effet, nous ne pourrions 
pas effectuer de division euclidienne si n etait nul. 


IP 


• II existe q e Z et r e {0,. . . ,n — 1} tels que 
g = qn + r. 


D'apres la question precedente, nZ c G, done qn e G. Par consequent, 
nous avons 


r = g — qn G G. 

• Supposons, par I'absurde que r =£■ 0. Nous disposons alors d'un element r 
de G qui est strictement positif. Par consequent, on a r e E. On en deduit 
que r > inflf) = n. On aboutit a une contradiction. 

• Nous venons de montrer que I'on a necessairement r = 0. On en deduit 
que 

g = qn e nZ. 

Finalement, nous avons bien 

G = nZ. 


Exercice 10.3 : Groupe des permutations (MPSI) 


Soit n e N*. Nous nous interesserons ici au groupe S n des permutations de n 
elements. 

1. Soient i,j e {1,. . . ,n } et cr e S n . Montrer que 

cro (i j) o cr -1 = (cr(i) cr O')). 

2. Montrer que le groupe S n est engendre par les transpositions (/'/' + I ), avec 

i e - 1}. 

3. Montrer que le groupe S„ est engendre par le cycle (12 ... n) et la transposi- 
tion (12). 

1. Dans cette premiere question, nous devons verifier une egalite entre deux per- 
mutations de n elements. Pour cela, il nous suffit de verifier que ces permutations 
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coincident sur les elements 1,. . . ,n. Rappelons que la permutation (ad) cr(y')) est 
definie par 


a(i) i-+ <7 O') 

a{j) \ > a(i) 

k a(i),a(j) i-> k 

Nous allons montrer que la permutation a o (i j ) o cr _1 agit de la meme faqon sur 
l’ensemble 


10 


• Nous avons 


(cr o O' /') o CT 1 ) (cr(z )) = (a o 0 ;))0) 

= o'O’)- 


• De meme, 

(cro 0 ;') o cr _1 )OrO)) = o'O')- 


• Soit k G {1,. . . ,n} \ . Nous avons alors cr J (^) ^ {/,_/} et 

done 

0 j)(a~ l (k)) = (a~\k)). 

On en deduit que 

(cro (/ j) oa~ 1 )(k) = a(a~ 1 (k)) = k. 

• Finalement, nous avons montre que 

cro 0 j)oa~ 1 = (cr(0 crO))- 


2. Nous allons chercher a utiliser la question precedente avec les transpositions dont 
nous disposons. En choisissant la transposition (1 2) et la permutation cr = (2 3), on 
obtient 


(2 3) o (1 2) o (2 3) = (13). 

Est-il possible d’obtenir la transposition (14) ? Si l’on veut appliquer la methode 
de la question precedente, il nous faut trouver une permutation cr envoyant 1 sur 1 
et 3 sur 4, ou 1 sur 4 et 3 sur 3. La transposition (3 4) convient. Nous avons done 

(3 4) o (1 3) o (3 4) = (14). 
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Nous voyons qu'il est possible d’obtenir par cette methode toutes les transpositions 
du type (1 k), avec k e {2, . . . ,n } . Redigeons ce premier resultat. Nous procederons 
par recurrence. 




Notons T le sous-ensemble de S„ forme de toutes les permutations que I'on 
peut obtenir en composant les transpositions (i i + 1), avec 
i e Nlontrons par recurrence que, quel que soit 

k e { 2 ,. . . ,n }, la proposition 


Hj- : « la transposition ( I k) appartient a T » 


est vraie. 

La proposition Hi est vraie car la transposition (1 2) appartient a T. 

• Soit k e {2,. . . ,n — 1} tel que la proposition Hk est vraie. La transposi- 
tion (1 k) appartient alors a T. Nous avons 

(Jfc k + 1) o (1 k) o (k k + 1) = (1 k + 1). 

Par consequent, la transposition (1 £ + 1) appartient a T et la proposition 
Hk+\ est vraie. 

• Finalement, quel que soit k e {2 la transposition (1 k) appartient 
a T. 

Nous devons maintenant obtenir toutes les transpositions manquantes. Soient 
i,j e {2,. . . ,n) avec / ^ / + 2. Comment obtenir la transposition (i j ) ? D’apres le 
resultat que nous venons de demontrer, nous savons echanger 1 avec n’importe quel 
autre element. II est done naturel de chercher a passer par 1 pour echanger i et j. 
Nous echangerons done d’abord 1 et i, puis 1 et j. On obtient 

(1 j) ° (1 0 = (1 i j)- 


Nous avons bien reussi a envoyer i sur j, mais j est envoye sur 1 . Nous allons done 
envoyer 1 sur i a la fin. Nous obtenons 

(1 0 o (1 j) o (1 i ) = (i j). 

Remarquons que cette formule est encore du type considere a la premiere question. 
Nous utiliserons cette observation dans la redaction. 


hk 


• Nlontrons que toutes les transpositions de S n appartiennent a T. Soient 
i,j e {1,. . . ,n} avec i < j. Si i — 1, cela decoule du resultat precedent. 
Supposons que i > 2. Posons cr= (1 i). On a cr(l) = i et a{j) = j, car 
i ^ j. D'apres la question 1., on a done 

cro (1 j)oa~ 1 = (1 0 o (1 j) o (1 0 = (i j). 
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Par consequent, la transposition (i j) appartient a T. 

• Finalement, toutes les transpositions appartiennent a T. Or nous savons 
que les transpositions engendrent S n . On en deduit que T = S n et done que 
les transpositions (i i + 1), avec i e ,n — 1}, engendrent S n . 


3. Cette fois-ci, nous ne disposons que de deux elements : le cycle (12 ... n) et la 
transposition (12). La formule de la premiere question appliquee avec ces deux 
elements nous donne 

(12 ... n) o (1 2) o (1 2 ... n)- 1 = (2 3). 

En continuant ainsi, nous pouvons obtenir toutes les transpositions (i i + 1), avec 
i £ (1,. . . ,n — 1}. Nous savons, d’apres la question precedente, que ces transposi- 
tions engendrent S n . 

Cependant, nous avons eu besoin pour ecrire la formule d’ utiliser la permutation 
(12 ... n)~ l = (1 n n - 1 ... 2). 


Comment obtenir cette permutation en utilisant seulement (1 2 . . . n) et (1 2) ? Le 
cycle dont nous disposons, (12 ... n), correspond a des decalages de 1 dans les 
indices. Le cycle que nous voulons obtenir, (lnn-1 . . . 2) , correspond a des 
decalages de n — 1, mais est du meme type. Nous allons done prendre la puissance 
(n — l)-ieme du premier cycle afin d’ obtenir des decalages de n — 1 et le second 
cycle. Nous redigerons tout cela par recurrence. 




Notons <7= (12 ... n). Nlontrons par recurrence que, quel que soit 
k £ N*, la proposition 


: « Vi e {1,. . . ,n], a k (i) = i + k mod n » 


est vraie. 

• La proposition H\ est vraie par definition de <r. 

• Soit k eW tel que la proposition H, < ( soit vraie. On a alors 

V/ £ {1,. . . ,«}, a k (i ) = i + k mod n. 

Soit i £ {1, Notons j I'unique element de {1 tel que 
j = i + k mod n. Nous avons alors a k (i) — j. On a 

a k +\i) = a(a k (i)) 

= ^O') 

= j + 1 mod n 
= i + k + 1 mod n . 
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Par consequent, la proposition //*+ 1 est vraie. 

• Finalement, la proposition est vraie, quel que soit k e N*. En particu- 
lar, pour k = n — 1 , on trouve 

cr” - 1 (1 ) = n , cr" -1 (2) = 1,. . . , a n ~ 1 (n) = 77 — 1. 

On en deduit que 

cr" -1 = (1 n n — 1 ... 2) = a~ l . 

Montrons, a present, par recurrence que, quel que soit i e {1,. . . ,n — 1}, la 
proposition 

Kj : « on peut engendrer la transposition (i i + 1) a I'aide de a et de (1 2) » 
est vraie. 

• La proposition H\ est vraie car la transposition recherchee est justement 
la transposition (1 2) dont I'on dispose. 

• Soit 7 e {!,... ,n — 2} tel que la proposition //,- est vraie. On peut done 
engendrer la transposition (i i + 1) a I'aide de a et de (1 2). D'apres la 
question L, on a 

a o (i i + 1) o cr' !_1 = cr o (/ 7 + 1) o cr -1 

= (77(7) (7(7 + 1)) = (7 + 1 7 +2). 

On en deduit que I'on peut engendrer la transposition (i + 1 i + 2) a I'aide 
de cr et de (1 2) et que la proposition H i+ \ est vraie. 

• Finalement, nous pouvons engendrer toutes les transpositions (i i + 1), 

avec / e {1 ,n — 1}, a I'aide de cr et (1 2). D'apres la question 2., on en 

deduit que I'on peut engendrer S n avec ces memes elements. 
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Exercice 11.1 : Petit theoreme de Fermat 


Soit p un nombre premier impair. 

1. Montrer que, pour k e {1 , . . . , p — 1 }, p divise 

2. En deduire que, pour tout n e Z, n p = n\p ]. 

3. Montrer que si, de plus, p ne divise pas n, alors n p ~ l = I [ p\. 

4. Montrer que ces resultats restent vrais pour p — 2. 


1. Nous allons utiliser la propriete suivante, appelee lemme de Gau(3 : si un nombre 
premier divise un produit alors il divise au moins l’un des facteurs du produit. 


IP 


Par definition : 


On a done 



P! 

k\(p — k)\ 


p\ = k\(p — k)\ 


Comme p divise p\, p divise le produit 

k\(p — k)\^^j = lx'"xlxlx'"x(p - k) x 

p etant premier, il divise done au moins I'un des facteurs de ce produit. 
Cependant, p ne divise aucun des entiers compris entre 1 et k ni aucun de 
ceux compris entre 1 et p — k car 0<k<pet0<p — k < p ; ainsi, p 
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Bien noter ou intervient la primalite de p : p divise un produit done divise au 
moins l’un des facteurs du produit. 

En revanche, le fait que p ne divise aucun entier compris strictement entre 0 et p 
n’a rien a voir avec le fait que p soit premier : aucun entier N ne peut diviser un 
entier compris strictement entre 0 et N car ces deux nombres sont deux multiples 
consecutifs de N. 

2. Nous allons commencer par etablir le resultat par recurrence pour n e N. Les 

apparaitront naturellement en developpant une puissance p-ieme avec le binome de 
Newton. 






Pour n e N posons H„ : « n p = n\p] ». 

• Ho : clairement vraie car 0 P = 0 = 0[p]. 

• Heredite : soit n e N tel que n p = n[p]. 
Alors, d'apres la formule du binome de Newton : 


( " +1) ' =§(I>‘ 


Or, si k e {1 1 } , p divise 



d'apres la premiere question, i.e. 



= 0 [p] 


d'ou 

(t)"‘ =0[pl - 

Ainsi, dans la somme, tous les termes dont I'indice k est compris entre 1 et 
p — 1 sont congrus a 0 modulo p ; la congruence se reduit done a 

(n + l) p = n p + 1 [p]. 


Or, d'apres H n : 


d'ou 


n p = n [p\ 


(n + l) p = n + 1 [p]. 


H n+ 1 est done vraie. 
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Ip 


• En conclusion, H n est vraie pour tout n g N, i.e. : 
V/7 G N ,n p = n\p]. 


Pour traiter le cas ou n < 0 on se ramene au cas precedent en considerant —n. 


m 


Soit n G Z. Si n p 0, le resultat est acquis. Si n < 0, alors —n > 0 et le 
resultat precedent applique a —n donne : 

{-n) p = - n[p ]. 

Or p est impair done (— n) p = — n p , d'ou le resultat : 
n p = n[p\. 


3. On ne peut pas se contenter de dire « simplifions la congruence par n » car ce 
type de calcul n’est en general pas licite. 

Par exemple, ona2x2 = 2x 0[4] mais 2 n’est pourtant pas congru a 0 modulo 4. 
II va done falloir revenir a la definition des congruences et exploiter correctement 
les deux hypotheses : p est premier et ne divise pas n. 


IP 


On a n p = n[p\, i.e. p divise n p — n — n(n p 1 — 1). 
p etant premier, il divise au moins fun des facteurs ; or, par hypothese, p ne 
divise pas n, done p divise n p ~ l — 1, i.e. : 


n p 1 = 1 [p]. 


4 . Pourquoi Tenoned distingue-t-il les cas p impair et p = 2 ? Si Ton regarde les 
calculs precedents, l’hypothese « p impair » n’intervient que pour montrer le resul- 
tat de la deuxieme question dans le cas n < 0 . 


• Le resultat de la deuxieme question est vrai pour np 0 : encore une fois, 
la demonstration est encore valable car elle n'utilise pas la parite de p. 

• Considerons desormais un entiern < 0. On a alors, comme precedemment, 

(~n ) 2 = -n[ 2] 




• Le resultat de la premiere question est vrai : la demonstration est encore 

valahlp rlsnc Ip rpc: n — 9 


d'ou 


n~ = —n\ 2\. 
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Cependant, 


—n = n [2] 


done 


n 2 = n [ 2] . 

Le resultat de la deuxieme question reste done vrai avec p — 2. 

• Enfin, le resultat de la troisieme question se deduisait de celui de la 
deuxieme en utilisant le fait que p est premier mais sans utiliser sa parite ; 
cette deduction reste done valable si p = 2 et le resultat est done egale- 
ment vrai. 


Exercice 11.2 : Congruences et restes 


Soit n e N*. Determiner le reste de la division euclidienne de 10 10 " par 7. 


/ 10 1G " signifie 10 (10 "\ 

En consequence : 

io 10 " +1 = 10 (10 " xl0) 

= no 10 ") 10 . 

Ainsi, chaque terme est egal au precedent eleve a la puissance 10. 


Pour alleger les notations posons u„ = I O 10 '. 

Nous venons de rappeler que u n+ \ = u)' ] : ceci suggere d’essayer de trouver le 
resultat par tatonnements pour de petites valeurs de n puis de le verifier rigoureu- 
sement par recurrence. 

Le titre suggere d’ utiliser des congruences. Rappelons la relation entre congruence 
et division euclidienne : le reste de la division euclidienne de a par b > 0 est 
l’unique entier r verifiant les deux relations : 

a = r[b] 

0 ^ r < b — 1. 


Illustrons la methode generale en determinant la solution du probleme pour n — 1 : 

10 = 3 [7] 


En elevant au carre : 


10 2 
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Nous avons simplifie la congruence en utilisant le fait que 9 = 2 [7]. Le but etant 
d’obtenir a la fin une congruence avec un entier naturel inferieur ou egal a 6 il est 
interessant, a chaque etape, de simplifier au maximum la congruence. 

En elevant encore deux fois au carre on obtient de meme : 

10 4 = 4 [7] 

10 8 = 16 [7] 

= 2 [7] 

et enfin, en multipliant la relation avec 10 8 par celle avec 10 2 : 

10 10 = 4 [7] 

Comme 0 < 4 < 7 — 1 ceci montre que le reste de la division euclidienne de 10 10 
par 7 est 4. 

Comme m 2 = wj°, on a : 


m 2 = 4 10 [7] . 


On peut reprendre un raisonnement analogue au precedent en partant de 4 au lieu 
de 10 et on obtient, tous calculs faits : 

4 10 = 4 [7] 


i.e. le reste de la division euclidienne d eu 2 par 7 est 4. 

On voit alors qu’en repetant f operation (elevation a la puissance 10) on obtiendra 
toujours 4 : void notre reponse qu’il ne reste plus qu’a formaliser dans une hypo- 
these de recurrence. 




Pour n e N* posons H n : « u n = 4[7] ». 

• H i : vraie, c'est le calcul fait precedemment en exemple. 

• Heredite : soit n e N* tel que H n soit vraie, i.e. : 

U„ = 4 [7]. 


Alors : 


u n +i = 4 10 [7], 
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On a successivement : 


4 1 2 * 

= 16 

[7] 


= 2 

[7] 

4 4 

= 4 

[7] 

48 

= 16 

[7] 


= 2 

[7] 

410 

= 4 s x 4 2 

[7] 


= 4 

[7] 

d'ou 

u n +i = 4 [7]. 


H n+ 1 est done vraie. 



• En conclusion, on a u n 

= 4[7] pour tout n 


Comme 0<4<7 — 1, 4 est le reste de la division euclidienne de u n 
par 7. 



Pour passer de la congruence au reste il faut verifier l’encadrement 
0<4<7- 1. 

En effet, on a par exemple egalement u n = — 3 [7] mais —3 n’en est pas pour 
autant le reste de la division, vu qu’il ne verifie pas cet encadrement. 


Exercice 11.3 : Equation diophantienne (MPSI) 


1. Determiner l’entier d = pgcd(495, 147) et deux entiers relatifs u ct v tels que 
147m + 495w = d. 

2. Determiner un couple (xo,yo) e Z 2 tel que 147xo + 495yo = 12. 

3. En deduire tous les couples (x ,y) e Z 2 tels que 147x + 495)’ = 12. 


1. Le pgcd peut etre calcule par l’algorithme d’Euclide. Mieux encore : les calculs 

que nous ferons pouiTont etre reutilises aftn de determiner les entiers u ct v. 

II est bien plus efftcace d’utiliser cet algorithme pour calculer un pgcd que de deter- 

miner les decompositions en facteurs premiers ; le fait qu'il nous permette ensuite 
de determiner les coefficients de la relation de Bezout est une raison de plus pour 
l’utiliser sans hesiter. 
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En appliquant I'algorithme d'Euclide on obtient les divisions euclidiennes 
successives : 


495 = 
147 - 
54 = 

39 = 

15 = 

9 = 

6 = 

Le pgcd est le dernier res 


147 

X 

3 

+ 

54 

54 

X 

2 

+ 

39 

39 

X 

1 

+ 

15 

15 

X 

2 

+ 

9 

9 

X 

1 

+ 

6 

6 

X 

1 

+ 

3 

3 

X 

2 

+ 

0 

non 

nul, 

i.e. 

d = 

= 3. 


Afin de determiner les coefficients de Bezout on reprend les egalites precedentes 
dans l’ordre. Dans chacun, on exprime le reste en fonction du dividende et du divi- 
seur et on reporte dans les suivantes : c’est I’algorithme d’Euclide etendu. 


m 


En utilisant les resultats precedents : 


54 = 495 - 147 x 3 
39 = 147 - 54 x 2 

= 147 - (495 - 147 x 3) x 2 
= 147 x 7 - 495 x 2 
15 = 54-39 

= (495 - 147 x 3) - (147 x 7 - 495 x 2) 

= 495 x 3 - 147 x 10 
9 = 39-15x2 

= (147 x 7 - 495 x 2) - (495 x 3 - 147 x 10) x 2 
= 147 x 27 - 495 x 8 
6 = 15-9 

= (495 x 3 - 147 x 10) - (147 x 27 - 495 x 8) 

= 495 x 1 1 - 147 x 37 
3 = 9-6 

= (147 x 27 - 495 x 8) - (495 x 1 1 - 147 x 37) 

= 147 x 64 - 495 x 19 

On peut done prendre (u,v) = (64,-19). 
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2. II suffit de tout multiplier par 4. 

De la relation 

147 x 64 + 495 x (-19) = 3 
on tire, en multipliant par 4 : 

147 x 256 + 495 x (—76) = 12. 
Le couple (x 0 ,yo) = (256,-76) convient done. 




3. L’idee est analogue a celle utilisee pour resoudre les equations differentielles dont 
le second membre n’est pas nul : en soustrayant la relation 147xo + 495yo = 12 a 
147x + 49 5 y = 12, on se ramene a une equation « homogene ». 



Soit un couple (x,y) convenant. ALors 

147x + 495 y = 12 = 147x 0 + 495y 0 


d'ou, en soustrayant les deux relations : 

147(x - x 0 ) = 495 (y 0 - y). 


Le probleme est que 147 et 495 ne sont pas premiers entre eux : le lemme de Gau(3 
ne s’applique done pas. . . Mais on peut toujours diviser la relation par leur pged afm 
de pouvoir l’utiliser ! 

En divisant par pgcd(147,495) = 3 on obtient 
49 (x - x 0 ) = 165(y 0 - y) 
et pgcd(49,165) = 1. 

Ainsi, 165 divise 49(x — xq) ; comme 49 et 165 sont premiers entre eux, 
165 divise done x — xo. Ainsi, il existe un entier relatif k tel que 
x = xo + 165&. 

En reportant, il vient 49(x — xo) = 49 x 165&, soit 
49 x 165A = 165(y 0 — y) 
et enfin, en simplifiant par 165 : 

y = yo - 49 k. 
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Ainsi, d'apres les valeurs precedemment trouvees : 

(x,y) = (256 + 165^,-76 - 4 9k). 

Reciproquement, on verifie aisement que tout couple de cette forme 
convient : les solutions sont done les couples 

( x,y ) = (256 + 165^,-76 — 4 9k), k e Z. 
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Dans ce chapitre, IK designera R ou C. 


Exercice 12.1 : Fonctions paires et fonctions impaires 


Soit E l’espace vectoriel des fonctions continues de R dans R. Notons P l’en- 
semble des fonctions paires de E et I l’ensemble des fonctions impaires de E. 

1. Montrer que les ensembles P et I, munis des structures induites par celle de 
E, sont des sous-espaces vectoriels de E. 

2. Montrer qu’on a l’egalite P © I = E. 

1. On applique ici la definition du cours pour montrer qu’un espace est un sous- 
espace vectoriel d’un autre. 

Montrons, tout d'abord, que P est un sous-espace vectoriel de E. 

• La fonction nulle est paire. On a done 0 e P. 

• Soient f,g e P. Quel que soit x e R, on a 

if + g)(~x) = f(~x) + g(-x) = f{x ) + gO) = (f + g)(x), 
car/et g sont paires. On en deduit que / + g e P . 

• Soit / e P et A e R. Quel que soit r el, on a 
(A /)(-*) = A f{-x) = A fix) = (A f)ix), 

car /est paire. On en deduit que A / e P. 

Nous avons montre que P est un sous-espace vectoriel de E. 

Un raisonnement similaire montre que I est un sous-espace vectoriel de E. 
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2. Cette deuxieme question en recouvre deux : nous devons montrer que les espaces 
P et I sont en somme directe, autrement dit, que 

p n / = {0} 

et que leur somme est egale a E, autrement dit, que 

P + I = E. 


Somme directe 

Nous allons commencer par montrer que les espaces sont en somme directe. II suf- 
fit pour cela de montrer que pm = (0). 




Pour commencer, montrons que les espaces P et I sont en somme directe. 
Soit / e P fl I. Soit rel. On a f(x ) = f(—x), car / e P, mais 
aussi/(x) = — /(— x) , car / e I. On en deduit, en ajoutant les deux ega- 
lites, que 2/(x) = 0 et done que/(x) = 0. Nous venons de montrer 
que / est la fonction nulle. On en deduit que P n I — { 0}, ce qu'il fallait 
demontrer. 


Somme des espaces 

II nous reste a montrer que P + I = E. Autrement dit, nous devons montrer que 
tout element / de E se decompose sous la forme f = g + h, avec g e P et h . e I. 
Dans ce genre de cas, on raisonne par analyse et synthese. Soit / e E. Supposons 
que la fonction/ s’ecrive sous la forme/ = g + h, avec g e P eth e I. Alors, quel 
que soit r e 1, on a 


fix) = g(x) + h(x) 


et 

f(~x) = gi~x) + h{-x) - g(x) - h{x). 


On en deduit que g(x) = (f(x) + f(-x))/2 et h(x) = (f(x) - f(-x))/ 2. 
L’etape d’analyse est terminee. 

Nous allons rediger directement l’etape de synthese. Insistons une nouvelle fois : 
l’etape d’analyse doit etre faite au brouillon et seule l’etape de synthese figure dans 
la redaction finale. 
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Montrons, a present, que P + I — E. Soit/ e E. Soient g et h les fonc- 
tions de E definies par 


et 



i-> 


M 

/(■*) + f(-x ) 
2 



fix ) - fi~x) . 


Quel que soit x e 1, on a 


g(-*) 


fi-x) + fix) 

^ = six) 


et 


M-rt= /( - x >r /w — „ w . 


Par consequent, g e P et h e I. 

En outre, quel que soit x el, ona 

*w +*w = /W V HI + m ~ n ~ x) = m. 


On en deduit que / = g + h. Nous avons montre que P + I = E et done, 
finalement, que P © / = E. 


Exercice 12.2 : Images et noyaux I 


Soit E un espace vectoriel sur K. Soit / un endomoiphisme de E. Montrer que 
les equivalences suivantes sont vraies. 

1. Ker if 2 ) = Ker (/) <=* Ker (/) n Im if) = {0} 

2. Im(/ 2 ) = Im(/) Ker(/) + Im(/) = E 

Cet exercice n’est pas difficile. II s’agit simplement de se souvenir des definitions 
vues en cours et de les appliquer. Aucune astuce n’est requise. Nous allons volon- 
tairement proposer une correction tres detaillee. A chaque question, nous devons 
montrer f equivalence entre deux egalites. Nous decomposerons chaque equiva- 
lence en deux implications et chaque egalite en deux inclusions. 
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Au prealable, rappelons les deux traductions suivantes qu'il est indispensable de 
connaitre : si g designe un endomorphisme dc E ct v un element de E, on a 

y e Ker(g) g(y) = 0 


et 


y e Im(g) 


3 z e E,y = g(z). 


1 . Premiere implication 
• Premiere egalite 

L’une des deux inclusions formant 1’ egalite est evidente. 


W 


Supposons que Ker(/ 2 ) = Ker(/). L'inclusion Ker (/) PI Im (/) D {0} est 
claire. En effet, puisque Ker(/) et Im(/) sont des sous-espaces vectoriels 
de E, on a Oe Ker(/) et 0 G Im(/). On en deduit que 
0 e Ker(/)nim(/). 


• Seconde egalite 

Pour finir la demonstration de la premiere implication, il nous reste a prouver que 
Ker(/) PI Im(/) c {0}. Soit done un element x de Ker (/) D Im(/). Nous voulons 
montrer qu’il est nul. Nous disposons de deux informations : 

x G Ker (/) et re Im(/), 


autrement dit, 


f(x) = 0 et 3 yeE,x = f(y). 


En les combinant, on obtient / (/(>’)) = 0, ce que l’on traduit immediatement par 
y € Ker (/ 2 ). Or, nous avons suppose que Ker(/ 2 ) = Ker(/). On en deduit que 
y e Ker(/). Par consequent, /(j) = 0, e’est-a-dire x — 0. C’est ce que nous vou- 
lions demontrer. Repetons ce raisonnement de maniere plus concise. 


hP 


II nous reste a prouver que Ker(/) 0 Im(/) c {0}. Soit 
x e Ker(/) 0 Im(/). Puisque x G Im (/), il existe yeE tel que 
x = f(y). Puisque x G Ker (/), on a 


0 = fix) = fifty)). 

On en deduit que y G Ker(/ 2 ) = Ker (/) et done que x = f(y) = 0. 
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Comme precedemment, l’une des deux inclusions est immediate. 




Reciproquement, supposons que Ker(/) n Im(/) = {0}. Montrons que 
Ker(/ 2 ) D Ker (/). Soit x e Ker (/). Par definition, on a f(x) = 0 et 
don c/ 2 (x) = /( 0) = 0. On en deduit que x e Ker (/ 2 ). 


• Seconde inclusion 

Demontrons 1’ inclusion reciproque : Ker(/ 2 ) c Ker(/). Soit x e Ker(/ 2 ). II nous 
faut, a present, utiliser l’hypothese Ker(/) Hi Im(/) = {0}. Pour cela, nous avons 
besoin d’un element y e E qui soit a la fois dans le noyau de/, c’est-a-dire qui veri- 
fie/(y) = 0, et dans 1’ image de/, c’est-a-dire de la forme y = f(z), avec z e E. 
Que connaissons-nous comme elements de l’image de/? Un seul semble adapte au 
probleme : c’est f{x). Appartient-il au noyau de / ? Oui, puisque nous venons de 
supposer que x e Ker(/ 2 ), autrement dit, que/(/(x)) = 0. Voila notre candidat. 




Demontrons L'inclusion reciproque : Ker(/ 2 ) c Ker(/). Soit x e Ker(/ 2 ). 
On a/(/(x)) = 0. Par consequent, /(x) e Ker(/) n Im(/). Par hypothese, 
on a Ker(/) n Im(/) = {0}. On en deduit que/(x) = 0, autrement dit que 
x e Ker (/). Nous venons de demontrer l'inclusion voulue et, finalement, 
I'egalite Ker (/ 2 ) = Ker (/). 


2. Cette deuxieme question n’est pas plus difficile que la premiere. II suffit de rai- 
sonner pas a pas en retraduisant patiemment. Nous allons la rediger directement. 


Supposons que Im(/ 2 ) = Im(/) . L'inclusion Ker(/) + Im(/) c E est 
evidente car Ker (/) et Im(/) sont deux sous-espaces vectoriels de E. 
Demontrons l'inclusion reciproque : Ker(/) + Im(/) D E. Soit x e E. Par 
hypothese, Im(/) = Im(/ 2 ), done fix) e Im(/ 2 ). On en deduit qu'il 
existe y e E tel que/(x) = /(/(y)), autrement dit /(x — f(y)) = 0, ou 
encore x — f(y) e Ker(/). En ecrivant x = (x — f(y)) + f(y), on 
montre que x e Ker (/) + Im(/) . 

Reciproquement, supposons que Ker(/) + Im(/) = E . L'inclusion 
Im(/ 2 ) c Im(/) est toujours vraie. En effet, soit x e Im(/ 2 ). II existe 
y e E tel que x = /(/(y)). Par consequent, x = f(z), avec z = /(y), 
done x e Im(/). 

Demontrons l'inclusion reciproque : Im(/ 2 ) d Im (/). Soit x e Im(/). II 
existe y e E tel que x = /(y). 
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A ce stade de l’exercice, nous devons utiliser l’hypothese Ker(/) + Im(/) = E. 
Elle nous permettra de decomposer un element de E bien choisi sous la forme a + b 
avec a £ Ker(/) et b £ Im(/). Quel element choisir ? Nous n’avons en fait que 
deux possibilites : les elements x et y. Le vecteur x apparticnt a l’image de/et il 
est done deja sous cette forme (il suffit de l’ecrire x = 0 + x, puisque 0 e Ker(/) 
et x £ Im(/)). Il est done naturel de chercher a decomposer y. 

\ M Utilisons I'hypothese Ker (/) + Im(/) = E : il existe a £ Ker (/) et 
I b £ Im(/) tels que y = a + b. Il existe ceE tel que b = f(c). 
Reinjectons, a present, ces elements dans I'egalite x = f(y). On obtient 

x = f(a + /(c)) = f (a) + /(/(c)) = /(/(c)), 

car a £ Ker (/). On en deduit que x £ Im(/ 2 ). Nous venons de demontrer 
I'inclusion voulue et, finalement, I'egalite Im(/ 2 ) = Im(/). 


Exercice 12.3 : Somme de projecteurs 


Soit E un espace vectoriel sur K. Soient p et q deux projecteurs de E. 

1 . Montrer que p + q est un projecteur si, et seulement si, p o q = q o p = 0. 

2. Supposons que p + q est un projecteur. Montrer que Irn (p + q) = 
Im (p) + Im(gr) et que Ker(p + q) = Ker(p) H Ker(gr) . 

1. Rappelons, tout d’abord, qu’un endomoiphisme / de E est un projecteur si, et 
seulement si, il verifie I’egalite / 2 = /. En particular, on a p 2 = p et q 2 = q. 
L’exercice nous propose de nous interesser au fait que p + q soit un projecteur. 
Calculons done {p + q) 2 : on a 

(p + q) 2 = {p + q) o (p + q) = p 2 + p o q + q o p + q 2 

= p+q+poq+qop. 


On pourrait etre tente, par analogie avec l’identite remarquable que Ton connait 
par exemple dans R ou dans C, d’ecrire ( p + q ) 2 = p 2 + q 2 + 2p o q. Cette for- 
mule est en general fausse dans un anneau, car les elements p et q n’ont aucune 
raison de commuter. Nous n’avons pas d’ autre choix que de developper la formule 
terme a terme. 

Passons maintenant a la resolution de l’exercice. On nous demande de demontrer 
une equivalence : nous allons done raisonner en demontrant deux implications. Au 
vu de la formule precedente, l’un des deux sens de l’equivalence est tres simple. 
Redigeons-le. 
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Supposons que poq=qop = 0.0na alors 

(. P + q ) 2 = p 2 + poq + qop + q 2 

= p + q, 

car p et q sont des projecteurs. On en deduit que p + q est un projecteur. 

Pour demontrer 1' implication reciproque, nous allons supposer que p + q est un pro- 
jecteur. Nous devons alors montrer que poq = qop = Q. On a (/; + q) 2 = p+q, 
d’ou p + q + poq+qop = p + qet done poq+qop = Q. 

Nous avons retraduit l’hypothese en une formule reliant p ct q. Nous allons mani- 
puler cette formule afin d’en obtenir d’autres en utilisant les seules egalites dont 
nous disposons : p 2 = p et q 2 = q. Pour faire apparaitre des termes de la forme p 2 
ou q 2 , nous pouvons composer l’egalite par p ou par q, a gauche ou a droite. Afin 
de rendre la redaction la plus propre possible, nous conseillons au lecteur d’ecrire 
toutes les egalites obtenues au brouillon, puis de les combiner afin d’arriver a la 
solution. Dans la redaction finale, on ne conservera que les egalites qui nous ont 
effectivement servi. 

Reciproquement, supposons 


p + q = 


On en deduit que 

(1) poq+qop = 0. 

En composant par p a gauche, on obtient p 2 oq + poqop = 0, e'est-a- 
dire 

(2) poq + poqop = Q. 

En composant fegalite (1) par p a droite, on obtient p o q o p+q o p 2 = 0, 
soit 

(3) poqop + qop = Q. 

En soustrayant Les egalites (2) et (3), on trouve 

(4) p o q — q o p = 0. 
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En additionnant (1) et (4), on obtient 2p o q = 0. En les soustrayant, on 
obtient 2q o p = 0. On en deduit finalement que 

poq=qop = 0. 


2. Nous devons demontrer deux egalites. Nous raisonnerons a chaque fois en 
demontrant deux inclusions. 


Premiere egalite 
• Premiere inclusion 

Commenqons par demontrer que I m ( p + q) C Im(p) + I m (q ) . Pour debuter cette 
preuve, il n’y a pas a reflechir : on fixe un element x de I m ( p + q) et on traduit la 
condition d’appartenance. Ecrivons-le directement. 


IP 


Demontrons, tout d'abord, I'egalite Im(p + q) = Im(p) + \m{q). 
Commenqons par montrer que I'on a Im (p + q) C Im(p) + Im(g) . Soit 
x e Im {p + q). Alors il existe y e E tel que 

a = (p + <7)00 = p(y) + q(y). 

Puisque p(y) e Im (p) et que q{y) e Im (q) , on a bien x e Im (p) + Im(< 7 ). 



Cette premiere inclusion provient directement des definitions et reste vraie si Ton 
remplace p et q par n’importe quels endomorphismes de E. C’est pour demontrer 
1’ inclusion reciproque que nous aurons besoin d’utiliser l’hypothese que p + q est 
un projecteur. Grace a la question precedente, nous savons que cela signifie que 
poq = qop — 0. 


• Seconde inclusion 

Nous voulons, a present, demontrer l’inclusion reciproque : lm(/;) + lm(7/) 
C Im (p + q). Il suffit de demontrer que Im(p) C Im(p + q) et que 
Im(< 7 ) c I m ( p +q). Commenqons par la premiere. Soit x G lm(/;). Traduisons 
cette appartenance : il existe y e E tel que x = p{y). 

Nous chercherons a montrer que x e Im (p + q ) , autrement dit, a ecrire l’element x 
sous la forme {p + q)(z), avec z e E. Nous ne connaissons que deux elements par- 
ticuliers de E : y et x. Ce sont nos meilleurs candidats pour z. Nous allons les 
essayer tous les deux. 

Commenqons par y. Malheureusement, nous ne possedons aucune information sur 

(p + q)(y) = p(y) + q(y)- 
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Essayons avec x : on a (p + q)(x) = (p + q)(p(y)) = p 2 (y) + q o p(y) 

= p(y) = x. C’est le resultat que nous cherchions. 


1 Reciproquement, montrons que Im (p) + Imfg) c Im (p + q). II suffit de 

—I demontrer que Im(p) C Im(;? + q) et que Im(gr) C Im(p + q). Soit 

x e Im(p). II existe y e E tel que x = p(y). On en deduit que 

(p + q)(x) = {p + q)(p(y)) = p 2 (y) + q ° p(y) = p(y) = x, 

car q o p = 0, d'apres la question precedente. On en deduit que 
Im {p) c Im (p + q). On montre de meme que Im(^) c Im(p + q) et I'on 
en deduit que Im(p + q) = Im (p) + Im(^r) . 

Seconde egalite 

Demontrons, a present, l’egalite Kcr( p + q) = Kcr( p) n Kcrfr/) . 

• Premiere inclusion 

Nous allons commencer par l’inclusion Kcr(p) n Kcr(r/J C Ker (p + q) . II n’y a 
pas a reflechir pour cette etape : on traduit simplement les differentes conditions 
d’appartenance. 

Demontrons, a present, I'egalite Ker(p + q) = Ker(p) Pi Ker(^). Soit 
x e Ker(p) n Ker(gr). Par definition, on a p{x) = q{x) = 0, d'ou 
( p + q)(x) = 0. On en deduit que Ker(p) n Ker(gr) c Ker(p + q). 



Remarquons que cette inclusion reste vraie si l’on remplace p et q par n’importe 
quels endomorphismes de E. 


• Seconde inclusion 

II nous reste a demontrer l’inclusion reciproque : Ker (p + q) C Kerf p) n Kcr(r/) . 
Pour cela, on fixe r e Ker (p + q), on retraduit cette appartenance par 
(p + q)(x) = 0 et l’on cherche, en manipulant cette egalite, a montrer que 
x € Ker (p) fl Ker(g), autrement dit, que p (x ) = q (x ) = 0. 


Ip 


Demontrons ['inclusion reciproque. Soit jc e Ker(p + < 7 ). On a 
(p + q)(x) = 0. En appliquant p aux deux membres de I'egalite, on obtient 

P((P + q)(x)) = p 2 (x) + p o q(x) = p{x) = 0, 
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car poq = 0, d'apres la question precedente. On en deduit que 
x e Ker(p). On montre de meme que x e Ker(g) et I'on en deduit finale- 
ment que Ker (p + q) — Ker(p) n Ker(g) . 


Exercice 12.4 : L'espace vectoriel des polynomes 


Dans cet exercice, nous nous interesserons a l’espace vectoriel K[X] des poly- 
nomes a coefficients dans K. 

1. Montrer que 1’ application 

. K[X] -> K[X] 

* ’ P(X) i-» XP(X) 

est un endomoiphisme de K[X] injectif mais pas surjectif. 

2. Montrer que 1’ application 

, K[X] -> K[X] 

* : P(X) H. P’(X) 

est un endomoiphisme de K[X] surjectif mais pas injectif. 


1. La premiere etape consiste a montrer que p est un endomoiphisme. 

Montrons, tout d'abord, que 1'application p est bien lineaire. 

• Soient P,Q e K[Z]. On a 

piP + Q) = X(P + Q)(X) 

= XP(X) + XQ(X ) 

= p(P) + p(Q). 

• Soient P e K[X] et A e IK. On a 

p(XP) = XX P(X) 

= XXP(X) 

= X p(X). 

On en deduit que 1'application p est un endomorphisme de K[X]. 
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Montrons, a present, que I'endomorphisme p estinjectif. Soit P e Ker(^). 
On a alors XP(X ) = 0. Puisque le polynome X n'est pas nul, on a neces- 
sairement P(X) = 0. 


II nous reste a montrer que I’endomorphisme p n’est pas surjectif, autrement dit que 
certains polynomes de K[X] n’appartiennent pas a 1’ image de p. Une bonne faqon 
de proceder est de chercher une propriete que verifient tous les elements de l’image. 
Dans notre cas, les elements Q(X) de l’image sont de la forme Q(X) — XP(X), 
avec P e K[X]. On observe que l’on a necessairement (1(0) = 0. II est clair que 
tous les elements de K[X] ne verifient pas tous cette propriete. 


W 


Montrons, a present, que I'endomorphisme p n'est pas surjectif. Plus preci- 
sement, nous allons montrer que le polynome 1 n'appartient pas a I'image 
de p. En effet, supposons qu'il existe P e K[X] tel que 
p(P) = XP(X) = 1 . En prenant la valeur en 0 de ces deux polynomes, 
nous obtiendrions 1 = 0, ce qui est absurde. 


2. Comme precedemment, nous allons commencer par montrer que p est un endo- 
morphisme. 

D. Montrons, tout d'abord, que I'application r/> est bien lineaire. 

—I • Soient P.Q c K|X|. On a 

P + Q ) = (P + QY 
= P'+Q' 

= *I>(P) + MQ). 

• Soient P e K[X] et A e k. On a 

V>(A P) = (A py 
= A P’ 

= Mix). 

On en deduit que I'application i/j est un endomorphisme de K[X]. 

Nous devons ensuite montrer que I’endomorphisme i/j est surjectif. Pour cela, on 
procede toujours de la meme maniere. On fixe un element Q de l’espace vectoriel 
d’arrivee 1K| X] et on cherche un element P de l’espace de depart 1K| X] qui est 
envoye par p sur Q. Dans notre cas, I’application p est la derivation. Nous devons 
done trouver une primitive du polynome Q, ce qui peut se faire explicitement. 
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Montrons, a present, que I'endomorphisme ip est suijectif. Soit Q un ele- 
ment de K[X]. II possede une ecriture sous la forme 

d 

<2 (X) = £>*', 

i=0 

ou cii e K, quel que soit i e {0,. . . ,d}. Posons 

p m=trr, xi+[ ' 

i = 0 ~ 

On verifie immediatement, que I'on a bien ip(P) = P' = Q. 


II nous reste a montrer que I’endomorphisme ip n’est pas injectif. Pour cela, il nous 
suffit de montrer que son noyau n’est pas reduit a {0}. Dans notre cas, ce probleme 
est tres simple puisque tous les polynomes constants sont envoyes sur 0 par I’ ap- 
plication de derivation r/\ 


W 


Montrons, a present, que I'endomorphisme ip n'est pas injectif. II nous suf- 
fit, pour cela, d'observer que ip( 1) = 0. 



Les resultats que nous venons de demontrer sont propres aux espaces vectoriels de 
dimension infinie. En effet, rappelons que si E designe un K-espace vectoriel de 
dimension finie et/un endomorphisme de E, on a les equivalences 


/ est injectif / est surjectif 4=^ / est bijectif. 

Ainsi retrouvons-nous, en particulier, le fait que l’espace vectoriel K[X] est de 
dimension infinie. 


Exercice 12.5 : Families libres 


Soit E l’espace vectoriel des fonctions continues de R dans R. Quel que soit 
k e N, nous defmissons deux elements q et de E par 


c k : 


x i — y cos (kx) 


et 


e k : 


x i-> e 


1. Soit n e N. Montrer que la famille (co,- . . ,c n ) est libre. 

2. Soit n e N. Montrer que la famille (eo,. . . ,e n ) est libre. 
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1. Par definition d’une famille libre, nous devons montrer que, quels que soient 
uq,. . . ,u n el verifiant la relation 


y^ ukCk = o, 

*=0 


on a uq = ■ ■ ■ = u n — 0. 

Dans la situation precedente, comment proceder pour montrer que 
uq — ■ ■ ■ — u n = 0 ? Nous disposons, par hypothese, d’une relation entre les u k : 

n 

Y2 U k C k ~ °' 

k = 0 


Nous allons chercher a manipuler cette relation afin d’en obtenir de nouvelles, en 
esperant qu’elles nous permettront, sinon de resoudre, du moins de simplifier le pro- 
bleme. 

De nombreuses possibilites s’offrent a nous : nous pouvons composer par des fonc- 
tions a gauche ou a droite, prendre les valeurs en certains points, calculer des 
limites, des periodicites, etc. II existe plusieurs fatjons de resoudre ce probleme, 
mais nous allons essayer d’en trouver une aussi simple que possible. 

Avant de manipuler l’equation, il est utile de se demander quelles sont les proprie- 
tes verifiees par les fonctions c*. Elies sont paires, mais nous n’obtiendrons aucune 
nouvelle relation en utilisant cette propriete. Ces fonctions sont periodiques, mais 
on voit mal comment en tirer une nouvelle relation. En revanche, nous obtiendrons 
une information interessante a partir de la derivation. Pour tout indice k, on a 
c" = —k 2 Ck • En derivant deux fois la relation 


(i) UkCk = o, 

k = 0 

nous obtenons 

n 

(2) — u kk 2 c k = 0. 

k = 0 


Nous sommes parvenus a obtenir une nouvelle relation (2), proche de la premiere. 
Rendons-les plus proches encore en multipliant la relation (1) par n 2 : 

n 

(3) y] u k n 2 c k = 0. 
k = o 
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En additionnant, a present, la relation (2), on obtient 


n — 1 


u k (n 2 — k 2 ) c k = 0. 

k = 0 


Remarquons que le dernier terme a disparu. Nous sommes parvenus a passer d’une 
relation contenant n + 1 termes a une relation n’en contenant plus que n. Cette 
observation nous invite a tenter de demontrer le resultat voulu par recurrence. 


I V 


Nous allons montrer, par recurrence, que, quel que soit m e {0 ,n], la 

proposition 


H m : « la famille (cq,. . . ,c m ) est libre » 


est vraie. 

• La fonction co n'est pas nulle. Par consequent, la famille (co) est libre et 
la proposition Ho est vraie. 

• Soit m e {0,. . . ,n — 1} tel que la proposition H m est vraie. La famille 
(co,...,c m ) est done libre. Nous allons montrer que la famille 
(co,. . . ,c m+ i) Lest encore. Soient w 0 ,. . . ,u m+ 1 e M tels que I'on ait 

m+1 

(1) ^ u k c k = 0. 

k = 0 

En derivant la relation (1), puis en ajoutant (, m + 1) 2 (1), on obtient 

m 

(2) ^ u k {{m + l) 2 - k 2 ) c k = 0. 

k=0 

D'apres I'hypothese de recurrence, la famille (co,...,c m ) est libre. On en 
deduit que, quel que soit k e {0,. . . ,m}, on a u k ((m + l) 2 — k 2 ) = 0 et 
done u k = 0. 

Revenons a la relation (1). II reste simplement u m+ \c m+ \ = 0. On en deduit 
que w m+ i = 0, car la fonction c m+ \ n'est pas nulle. Finalement, nous avons 
demontre que uq — ■ ■ ■ = u m+ \ — 0. Par consequent, la famille 
(c o,. . . ,c m+ i) est libre et la proposition H m+ 1 est vraie. 

• Finalement, nous avons montre que, quel que soit m e {0 la 
famille (cq,. . . ,c m ) est libre. En particular, la famille (cq,. . . ,c n ) est libre. 
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n 

T, mek = 0 , 
*=o 


on a Mo = • • • = u n — 0. 

Posons-nous la meme question que precedemment : comment construire une nou- 
velle relation a partir de 


y u k e k = 0 ? 

k = 0 


Nous pourrions proceder de la meme maniere que pour la famille (co,. . . ,c n ) en 
derivant (une seule fois). Nous allons proposer une autre methode. 

Nous disposons d’une information supplementaire sur les elements e k : nous 
connaissons bien leur croissance a l’infi n i. Plus precisement, si u n 0, alors la 
fonction 


^ ' Uk^k 
k = 0 


est necessairement equivalente a u n e n au voisinage de +oo. Si u n = 0, mais 
u n _\ ^ 0, alors la fonction est equivalente a m„_ \e n -\, etc. Cette observation nous 
montre comment proceder : si l’un des coefficients Uk n’est pas nul, nous pourrons 
donner un equivalent de la somme qui contredira sa nullite. 

Soient n 0 ,. . . ,u n e R tels que I'on ait 


y u k e k = 0. 
k = o 

Supposons, par I'absurde, que les coefficients u k , avec k e {0 ,n } ne 

sont pas tous nuls. Notons / e {0 ,n} le plus grand indice tel que I'on 

ait u,\ 0- Alors, la fonction 



^ ' ti k e k 
k = 0 

est equivalente, au voisinage de +oo, a la fonction En particulier, 
cette fonction n'est pas nulle, car «/ ^ 0. On aboutit a une contradiction. 

Nous venons de montrer que, quel que soit k e { 0 ,«}, le coefficient u k 

est nul. On en deduit que la famille (eo,- ■ ■ ,e„ ) est libre. 
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Algebre lineaire 
en dimension finie 



Dans ce chapitre, IK designera R ou C. 

L’ etude des espaces vectoriels de dimension finie est bien plus simple que celle des 
espaces vectoriels generaux. Cela tient, en particulier, au fait que certaines proprie- 
tes des espaces se testent simplement en comparant des dimensions. Dans certains 
cas bien precis, nous pourrons done ramener l’etude de certaines proprietes peu evi- 
dentes (egalites d’espaces, sommes directes, etc.), a une comparaison de nombres 
entiers, bien plus elementaire. 

Rappelons, ici, quelques-unes de ces proprietes fort utiles. Nous fixons un corps K, 
un entier n e N et un IK-cspacc vectoriel E de dimension n. 

Soit / = (/i,. . . une famille de E composee de n vecteurs. Alors 

(1) la famille/ est une base de E •<==> la famille / est libre 
et 

(2) la famille / est une base de E •<==> la famille / engendre E. 

Soient Eq un IK-cspacc vectoriel de dimension n et ip une application lineaire de E 
dans E q . Alors 

(3) 1’ application f est un isomorphisme •<=>• Ker(<^) = {0} 


et 

(4) 1’ application f est un isomorphisme •<=>• Im((/j) = Eq. 

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E tels que F c G. Alors 

(5) F — G <^==> dimff 7 ) - dim(G). 

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. Commenqons par rappeler une 
implication bien utile : 

(6) F © G = E dim(F) + dim(G) = n. 
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Reciproquement, supposons que dim(F) + dim(G) = n. Alors 

(7) F © G = E «=>■ F n G = {0} 
et 

(8) F ©G = E «=>■ F + G = E. 

Ces resultats propres a la dimension finie sont tres importants et nous permettront 
de resoudre de nombreux exercices. 


Exercice 13.1 : Images et noyaux II 


Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Soit/un endomorphisme de 
E. Demontrer les equivalences suivantes 

Ker (/) © Im(/) - E Im (/ 2 ) = Im(/) Ker(/ 2 ) = Ker(/). 


Cet exercice ressemble beaucoup a 1’ exercice 12.2. Cependant, nous allons voir 
qu'en utilisant le fait que l’espace E est de dimension finie, on peut grandement 
simplifier les demonstrations. 

Pour chaque implication que nous demolitions, nous commenqons par utiliser des 
arguments identiques a ceux de l’exercice 12.2. Ce n’est qu’a la fin qu’un argument 
de dimension nous permet de demontrer plus facilement que deux espaces sont 
egaux ou supplementaires. 

Nous demontrerons, dans l’ordre, les implications, !=>-2,2=>-3et3=>-l. 


1 =>• 2 

L’une des deux inclusions est tres simple. 




Supposons que Ker(/) © Im(/) = E. Montrons que Im(/ 2 ) C Im(/) . 
Soit x e Im(/ 2 ). II existe y e E tel que x = f 2 (y). Nous avons done 
x = f(f(y )) et done x e Im(/). 


Ici, nous ne voyons pas comment utiliser un argument de dimension pour conclure. 
Nous ne disposons, en effet, d’aucune information sur la dimension de l’espace 
Im(/ 2 ). Nous allons done demontrer directement l’inclusion reciproque. 



278 


Demontrons Pinclusion reciproque. Soit x e Im(/). II existe y e E tel que 
x = /O'). Par hypothese, Ker(/) + Im(/) = E, done il existe 



© Dunod. La photocopie non autorisee est un delit. 


Chapitre 13 • Algebre lineraire en dimension finie 


a e Ker (/) et be Im(/) tels que y = a + b. En outre, iL existe c e E tel 
que b = /(c). On en deduit que 

X = f(fl + /(c)) = / 2 (c) e Irn(/ 2 ). 

Finalement, on a bien Im(/ 2 ) = Im(/). 


2 =>• 3 

Comme precedemment, l’une des deux inclusions est tres simple. 


\0 


Supposons que Im(/ 2 ) = Im(/). Montrons que Ker(/) c Ker (/ 2 ). Soit 
x e Ker (/). Nous avons donc/(x) = 0. En composant par/, on obtient 
/ 2 (x ) = /( 0) = 0. On en deduit que x e Ker (/ 2 ). Par consequent, nous 
avons 

Ker (/) c Ker (/ 2 ). 


Puisque nous disposons deja d’une inclusion, d’apres la propriete (5), pour 
conclure, il nous suffit de demontrer l’egalite des dimensions de Ker (/ 2 ) et Ker (/) . 
Par hypothese, nous avons Im(/ 2 ) = Im(/) et done dim(Im(/ 2 )) = dim(Im(/)) . 
Nous allons pouvoir passer aux dimensions des noyaux en utilisant le theoreme du 
rang. 




En outre, d'apres le theoreme du rang, on a 

dim(Ker(/ 2 )) = n — dim(Im(/ 2 )) = n — dim(Im(/)) = dim(Ker(/)). 


On en deduit que 

Ker (f 2 ) = Ker (/). 


3 ==> 1 

Nous allons commencer par demontrer que Ker(/) D Im(/) = {0}. 

yTl Supposons que Ker(/ 2 ) = Ker(/) . Soit x e Ker(/) Pi Im(/). Il existe 

I y e E tel que x = f(y). Puisque x e Ker(/), on a /(x) = f 2 (y) = 0. 

Par consequent, y e Ker (/ 2 ) = Ker (/). On en deduit que x = f(y) = 0. 
Nous venons de demontrer que 

Ker (/) n Im (/) = {0}. 
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D’apres la propriete (7), pour obtenir l’egalite, il nous suffit de montrer que 
dim(Ker(/)) + dim(Im(/)) = dim(£). D’apres le theoreme du rang, cette pro- 
priete est toujours verifiee. 

Or, d'apres le theoreme du rang, on a 

dim(Ker(/)) + dim(Im(/)) = dim(£). 

On en deduit que 

Ker(/) ©Im(/) = E. 




Exercice 13.2 : Noyaux et images iteres 


Soit E un liC-cspacc vectoriel de dimension finie n. Soit / un endomorphisme 
de E. 

1. Montrer que la suite (Ker (f k ))keN est croissante et que la suite (Im(/ i )),t e i^ 
est decroissante. 

2. Montrer que la suite (Kcr( /' /( ))^ g f,j stationne. 

3. Notons 

p = min {k e N | V/ ^ Jfc, Ker (/) = Ker(/ fc )}. 

Montrer que, quel que soit 1 ^ p, on a Im (f 1 ) - Im (f p ). 

4. Soit q e N tel que 

dim(Ker(/ 9 )) = dim(Ker(/ 9+1 )). 

Montrer que, quel que soit / ^ q, on a Ker(/ / ) = Ker (f q ) . En deduire que 
p < n. 

5. Montrer que Ker(/ P ) © Im(/ P ) = E. 

1. Pour montrer que la suite (Ker(/ i ))i £ M est croissante, il faut montrer que, quel 
que soit k e N, nous avons 

Ker(/*) C Ker (f k+l ). 


Cela se demontre sans peine. 




Soit k e N. Montrons que Ker (f k ) c Ker(/ i+1 ). Soit x e Ker (f k ). Nous 
avons f k (x) = 0. En appliquant/aux deux membres de 1'egalite, on obtient 

/ t+1 (*) = /( 0 ) = 0 . 
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On en deduit que x e Ker(f k+1 ) . Par consequent, nous avons 
Ker (/*) c Ker (f k+l ) et la suite (Ker (f k ))keN est croissante. 


Le raisonnement pour les images n’est pas plus difficile que le precedent. 


Soit k e N. Montrons que lm(f k ) D Im(/* +1 ) . Soit y e Im(/^ +1 ). II 
existe x e E tel que y = f k+l (x). Nous avons done 

y = /*(/(*)). 

On en deduit que y e Im (/*). Par consequent, nous avons 
lm(f k ) D Im (f k+l ) et la suite (Im(/ fc ))fc e pj est decroissante. 


2. Nous considerons ici une suite croissante d’espaces vectoriels de dimension finie. 
D’apres la propriete (5), la suite stationne si, et seulement si, la suite des dimensions 
stationne. Or la suite des dimensions est majoree par dim(£) = n. Cela nous suffira 
pour conclure. 


• D'apres la question precedente, la suite (Ker (f k ))keN est croissante. On 
en deduit que la suite (dim(Ker(/*)))jt 6 N est croissante. 

• Quel que soit k e N, Ker(/*) est un sous-espace de E et done 
dim(Ker(/*)) ^ n. La suite (dim(Ker(/ <: ))) J ( : 6N est done une suite d'en- 
tiers croissante et majoree. On en deduit qu'elle stationne : 

3/ eff.Vi) /, dim(Ker(/ fc )) = dim(Ker(/ ? )). 

• Soit k > l. Nous avons Ker(/*) D Ker(/ / ) et dim(Ker(/ fc )) = 
dim(Ker(/ / )). On en deduit que 

Ker (/*) = Ker (f l ). 

Par consequent, la suite (Ker (f k ))keN stationne. 


3. Soit / ^ p. Nous voulons montrer que Im( / / ) = I m ( / ^ ) . D’apres la premiere 
question, nous avons Im(/ / ) c lm(f p ). D’apres la propriete (5), il nous suffit done 
de montrer que dim(Im(/ / )) = dim(Im(/ p )). Par le theoreme du rang, nous pou- 
vons nous ramener a une egalite de dimensions de noyaux, ce que nous connaissons. 


V 


Soit / > p. Nous avons Ker(/ / ) = Ker (f p ). Par consequent, nous avons 
dim(Ker(/ / )) = dim(Ker(/ p )) . En appliquant le theoreme du rang, on en 
deduit que 
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dim(Im(/ / )) = n — dim(Ker(/ / )) 

= n — dim(Ker (f p )) 

= dim(Im (fP))- 

Or, d'apres la question 1., nous avons Im(/' / ) c Im(/ P ). On en deduit 
que 

Im(/) = Im(fP). 


4 . Par hypothese, on a 


dim(Ker(/ 9 )) = dim(Ker (f q+1 )). 


D’apres la question 1., nous avons egalement Ker (f q ) C Ker(/ 9+1 ). En utilisant la 
propriete (5), on en deduit que Kcr( / Y/ ) = Ker(/ fy+1 ). 

Nous voulons montrer que, quel que soit / ^ q, on a Ker (f 1 ) = Ker (f q ). II est 
naturel de chercher a demontrer cette egalite par recuiTence. 


X0 


Montrons, par recurrence, que, quel que soit I ^ q + 1, la proposition 
Hi : « Ker (f l ) = Ker (/ <? )» 

est vraie. 

• D'apres la question 1., nous avons Ker (f q ) c Ker Par hypothese, 
ces espaces ont meme dimension. On en deduit que Ker(/ <? ) = Ker(/ ?+1 ). 
La proposition H q+] est done vraie. 

• Soit 1 ^ q + 1 tel que les propositions H q + 1 ,. ..,/// sont vraies. Nous 
avons alors les egalites 


Ker (f 1 ) = Ker(/ /_1 ) = • • ■ = Ker (/«). 


D'apres la question 1., nous avons Ker (f q ) c Ker(/ /+1 ). II nous reste a 
montrer I'inclusion reciproque. 

Raisonnons par I'absurde. Si elle etait fausse il existerait un element x de E 
appartenant a Ker (/ /+1 ), mais pas a Ker (f q ) = Ker (/ / ). Nous aurions 
done 


f ,+l (x) = 0 et f l (x) 4 0, 

autrement dit 

f\fix)) = 0 et f-\f{x))4 0. 
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Ceci est absurde, car Ker(/ ; ) = Ker(/ ; ! )(= Ker(/^)), par hypothese. 
Nous avons done necessairement I'egalite Ker(/ /+1 ) = Ker (f q ) et la pro- 
position H \. |_i est vraie. 

• Finalement, nous avons montre que, quel que soit / ^ q, on a 
Ker (/') = Ker (f q ). 

Nous souhaitons, a present, montrer que p ^ n. D’apres le resultat precedent, s’il existe 
/ e N tel que dim(Ker(/ /+1 )) = dim(Ker(/ / )) , alors la suite stationne a partir du rang 
/, autrement dit, p < /. Nous pouvons done conclure des qu’il existe / e {(),. . . ,n} tel 
que dim(Ker(/ /+1 )) = dim(Ker(/ ; )) . 

Que se passe-t-il si ce n’est pas le cas ? La suite (dim(Kcr(/Q))/ ;6 f j etant croissante, 
nous avons alors necessairement 

dim(Ker(/ 0 )) < dimmer!/ 1 )) < < dim(Ker(/")). 


Nous avons 

dim(Ker(/ 0 )) — dim(Ker(Id)) = dim({0}) = 0, 

et done dim(Ker(/ 1 )) > 0, e’est-a-dire dim(Ker(/ 1 )) ^ 1 , puis 
dim(Ker(/ 2 )) > 1, e’est-a-dire dim(Ker(/ 1 )) > 2, etc. En continuant ainsi, on 
obtient dim(Ker(/”)) ^ n et done Ker(/”) = E. La suite (Ker (/ fe ))*eN etant crois- 
sante, nous avons necessairement Ker(/*) = E, quel que soit k p n. On en deduit 
que p < n. 

T • Supposons, tout d'abord, qu'il existe / e {0 ,n } tel que 

dim(Ker(/ /+1 )) = dim(Ker(/ / )). 

D'apres le resultat precedent, nous avons alors Ker (f k ) = Ker (f), quel 
que soit k > l. En particulier, p < ( ^ n. 

• Dans le cas contraire, nous avons 

0 = dim(Ker(/ 0 )) < dimCKerC/ 1 )) < < dim(Ker(/")). 

On en deduit immediatement que, quel que soit / e N, on a 

dim(Ker(/Q) (s j. 

En particulier, dim(Ker (/"))>« et done Ker(/' ! ) = E. La suite 
(Ker (f k ))keN etant croissante, nous avons necessairement Ker (f k ) = E, 
quel que soit k ^ n. On en deduit que p < n. 
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5. Nous souhaitons montrer que Kcr( / 7 ’) © Im(/ P ) = E. Un raisonnement sur les 
dimensions va nous permettre de nous ramener a une propriete plus simple a prou- 
ver. D’apres le theoreme du rang, applique a l’endomorphisme f p , nous avons, en 
effet, 

dim(Ker(/ p )) + dim(Im(/ p )) = dim(£). 

D’apres la propriete (7), il nous suffit done de montrer que 
Ker(/ P ) n = {0}. 

• Montrons, tout d'abord, que les espaces Ker (f p ) et Im (f p ) sont en 
! ' y somme directe. Soit x un element de Ker(/ P ) n Im(/ P ). Puisque 
x e Im (f p ), il existe y e E tel que 

x = f p (y). 

Puisque x e Ker (f p ) , on a 

f p (x) = f 2p {y) = 0. 


Par consequent, y e Ker(/ 2/; )- Or, par definition de p, on a 
Ker(/ 2p ) = Ker(/ P ). 

Nous avons don cf p {y) = x = 0. Nous venons de demontrer que 
Ker(/ P ) n lm{fP) = {0}. 

• D'apres le theoreme du rang, applique a l'endomorphisme/ p , nous avons, 
en outre, 

dim(Ker(/ p )) + dim(Im(/ p )) = dim(£). 

On en deduit que 

Ker(/ P ) © Im(/ P ) = E. 


Exercice 13.3 : Indice de nilpotence 


Soit E un IK-cspacc vectoriel de dimension finie n. Soit /un endomoiphisme de 
E. Nous supposerons que/est nilpotent, c’est-a-dire qu’il existe s e N* tel que 
f s = 0. On appelle indice de nilpotence de/l’entier r e N* defini par 

r = min{5 e N* | f s — 0}. 

1. Soitx e E \ Ker (/ r_1 ). Montrer que la famille (x,/(x),. . . ,/ r-1 (x)) estlibre. 

2. En deduire que r < n. 
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1. Nous devons montrer que la famille (x,f(x ),. . . ,f r ~ ] (x)) est libre. La faqon de 
proceder dans ce genre de cas est classique : on considere une famille (Ao,. . . ,A r _i) 
d’elements de IK verifiant 


Ao x + • • • + A r _i f 1 (x ) — 0 
et l’on cherche a montrer que Ao = ■ ■ ■ = A r _i = 0. 

Nous disposons, pour le moment, d’une seule relation : Ao x + • • • + A, _i f r ~ l (x) = 0 
et d’une seule hypothese :f r = 0. La seule fa 5 on d’utiliser l’hypothese est visiblement 
d’appliquer l’endomorphisme/ a la relation. On obtient 

Ao / (x) + • • • + A r _2 f 1 (x) + A r _i f r (x ) = 0, 

soit 

A 0 /(x) + ■ ■ ■ + A r _2 / r_1 (x) = 0. 

Nous sommes parvenus a faire disparaitre l’un des coefficients et a obtenir une rela- 
tion mettant en jeu uniquement Ao,. . . ,X r - 2 - En appliquant/de fa<jon repetee, nous 
pouvons faire disparaitre, un a un, tous les coefficients jusqu’a obtenir une relation 
ne contenant que le coefficient Ao- Nous pourrons alors en deduire que Ao = 0. La 
relation de depart s’ecrira alors 

Aj /(*) + • • • + A r _i f r ~\x) = 0. 

Nous pouvons alors reprendre le meme raisonnement : en composant par / un 
nombre suffisant de fois, nous montrerons que Ao = 0, etc. Afin de rediger cela pro- 
prement, nous allons mettre en oeuvre une recurrence. 

Soit (Ao,. . . ,A r _i) G IK'' verifiant 

(. R ) A 0 x + • • • + A r _! f~ l (x) = 0. 

Montrons par recurrence que, quel que soit / e {0,. . . ,r — 1}, la proposition 

Hi : « A/ = 0 » 




est vraie. 

• Quel que soit O n on a 

r = r '■ o /'■ = o. 

Par consequent, en appliquant I'endomorphisme f r ~ l a la relation (R), on 
obtient 

Ao/ r " 1 (x) = 0. 
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Par hypothese, x $ Ker(/ r_1 ), done f r ~ l (x ) 0. On en deduit que 

Ao = 0 et done que la proposition H 0 est vraie. 

• Soit 1 e {0,. . . ,r —2} tel que les propositions Ho,..., Hi sont vraies. 
Nous avons done 

Ao = • • • = A/ = 0. 

La relation ( R ) se reecrit alors 

A/+i f l+1 (x) + • • • + A r _i /' 1 (x) = 0. 

En appliquant f r ~ l ~ 2 r on obtient 

X l+l f r -\x) = 0, 

d'ou I'on tire A/+i — 0. Par consequent, la proposition Hi +l est vraie. 

• Finalement, nous avons montre que Aq = ■ ■ ■ = A r _i = 0. On en deduit 
que la famille (x,f(x),. . . ,/ r_1 (x)) est libre. 


2. Nous voulons, a present, demontrer que r < n. La faqon de proceder est claire : 
Tenoned nous a fait construire une famille libre a r elements. Or dans un espace de 
de dimension n, toutes les families libres possedent moins de n elements. 



II faut preter attention a un point. L’enonce commence par « Soit 
x e E \ Ker(/ r_1 ) », sans se preoccuper de l’existence d'liu tel element. II se 
pourrait que l’ensemble E \ Ker(/'" _1 ) soit vide. Notre premier souci doit done 
consister a montrer qu'un tel element x existe bien. 


Ip 


Par definition de I'indice de nilpotence r, on a f~ l ± 0. En particulier, 
Ker(/'" -1 ) ± E. Nous pouvons done choisir un element x dans 
E \ Ker(/'" _1 ). Le raisonnement precedent assure alors que la famille 
(x,f(x),...,f r ~ 1 (x)) est libre. Par consequent, elle comporte necessaire- 
ment moins d'elements que la dimension de I'espace. On en deduit que 
r ^ n. 



Nous pouvons retrouver l’inegalite r <J n en utilisant le resultat de l’exercice pre- 
cedent. Quel que soit s Js r, nous avons /' 5 = 0 et done 
Ker( /*) = E. 

Par consequent, la suite (Ker (f k ))ke® est croissante et stationne a la valeur E. On 
en deduit que 

p = min{n e N* | Ker(/“) = E] 

= min{M e N* | f u — 0} 

= r. 

D’apres la question 4. de l’exercice precedent, nous avons 


r = p ^ n. 


286 




© Dunod. La photocopie non autorisee est un delit. 


Chapitre 13 • Algebre lineraire en dimension finie 



1. Montrer que la famille 


B= ((1,3, 2), (2, 5, 2), (-2, -2,-1)) 


est une base de R 3 . 

2. Calculer le rang de la famille de vecteurs de R 4 definie par 


C = ((2,0, 1,-1), (1,1, 2,1), (1,-1, -3,0), (0,1, -1,0), (2,1, -2,1)) . 


Extraire de cette famille une famille libre de rang maximal. 
3. Soit/l’endomorphisme de R 3 defini par 


/: R 3 


(x,y,z) (—2y,2x+4z,x + 2y + 2z)' 


Calculer le rang de l’endomorphisme/. Determiner une base de son image et une 
base de son noyau. 

1. II existe une methode classique pour calculer le rang d’une famille T de vecteurs : 
on considere la matrice dont les colonnes sont les vecteurs de la famille T et l’on se 
ramene a une matrice triangulaire superieure par la methode du pivot de Gau(3, en 
effectuant des operations elementaires sur les lignes. Le rang de la famille T est 
alors egal au nombres de lignes non nulles de la matrice obtenue. 

D’apres la propriete (2), nous savons qu’une famille de trois vecteurs de R 3 est une 
base si, et seulement si, elle est de rang trois. Nous pouvons done appliquer la 
methode decrite ci-dessus. 

Nous rappelons que les operations elementaires sur les lignes sont de trois sortes : 

- Lj < — Li + aLj, avec i =f j ; 

- Li Lj ; 

- Lj < — a Lj avec a ^ 0. 

Lorsque Ton applique la methode du pivot de Gau(3, on n’utilise jamais la derniere 
operation. 



Nous allons calculer le rang de cette matrice en effectuant des operations 
elementaires sur ses lignes. 



Considerons la matrice 
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2 —2 \ 

— 1 4 I L 2 < — L 2 — 3Li 
-2 3 / L 3 < — L 3 - 2Li 



La matrice M est de rang 3. On en deduit que la famille B est egalement de 
rang 3. Puisqu'elle est composee de trois vecteurs et que M 3 est de dimen- 
sion 3, on en deduit que la famille B est une base de R 3 . 


2. Appliquons la meme methode qu’a la question precedente. 


W 


Considerons la matrice 


( 2 

1 

1 

0 

2 \ 

0 

1 -1 

1 

1 

-1 

2 -3 

-1 

-2 

l 1 

1 

0 

0 

1 / 


Nous allons calculer le rang de cette matrice en effectuant des operations 
elementaires sur ses lignes. 


/ 2 

1 

1 

0 

2 \ 



0 

1 

-1 

1 

1 



0 

5 

2 

5 

2 

-1 

-1 

£3 

— L3 + \_L\ 

Vo 

1 

2 

1 

2 

0 

0 ) 

u *- 

- L A -\L X 

/ 2 

1 

1 

0 

2 \ 



0 

1 

-1 

1 

1 



0 

0 

0 

7 

2 

7 

2 

£3 <r- 

iO|C4 

1 

1 

Vo 

0 

0 

1 

2 

-0 


Z >4 2 ^2 

f 2 

1 

1 

0 

2 ^ 



0 

1 

-1 

1 

1 



0 

0 

0 

7 

2 

7 

2 



Vo 

0 

0 

0 

0 / 

u <- 

Z >4 y ^3 


La matrice N est de rang 3. On en deduit que la famille C est de rang 3. 
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Nous devons, a present, extraire de la famille C une famille libre de rang maximal, 
c’est-a-dire de rang 3. Cela revient a trouver une famille C' formee de trois vecteurs 
de C qui soit de rang 3. Nous pouvons en fait lire sur la matrice finale les vecteurs 
a choisir. En effet, il faut qu’en effectuant des operations elementaires sur les lignes 
de la matrice associee a C ' , on obtienne une matrice de rang 3. Si l’on garde les pre- 
miere, deuxieme et quatrieme colonne, ce sera visiblement le cas. 

Considerons la famille 


C' = ((2,0, 1,-1), (1,1, 2,1), (0,1, -1,0)). 

En effectuant sur la matrice associee a cette famille les memes operations 
elementaires que precedemment, on obtient la matrice 


( 2 

i 

0 ^ 

0 

i 

1 

0 

0 

7 

2 

Vo 

0 

0 ) 


qui est de rang 3. Par consequent, la famille C l est de rang 3. Comme elle 
est composee de trois vecteurs, cette famille est libre. 

3. Rang 

Le calcul du rang d’un moiphisme se ramene au calcul du rang d’une matrice, pro- 
bleme que nous avons traite dans les questions precedentes. En effet, le rang d’un 
morphisme est le meme que le rang de sa matrice exprimee dans n’importe quelles 
bases, au depart et a l’arrivee. Ici, nous utiliserons la base canonique de M 3 . 




W\ 


La matrice de I'endomorphisme/ dans la base canonique de M 3 est 


M = 



Nous allons calculer le rang de cette matrice en effectuant des operations 
elementaires sur ses lignes. 



Dans ce cas, nous ne pouvons pas utiliser le coefficient en haut a gauche de la 
matrice comme pivot, puisque celui-ci est nul. Nous devons commencer par 
echanger deux lignes pour amener un coefficient non nul dans cette position. 


289 




Partie 3 • Algebre 





L i Li 


L? — 2L, 


l 3 - ^l 2 


Le rang de M est egal a 2. On en deduit que le rang de/vaut egalement 2. 


Image 


Une fois que nous avons reussi a transformer, a l’aide d’ operations elementaires sur 
les lignes, la matrice M en une matrice triangulaire superieure, il est facile de 
determiner une base de l’image de/. Cela revient exactement a extraire une famille 
libre de rang maximal de la famille des colonnes de la matrice M. En effet, 1’ image 
de / est engendree par les colonnes de cette matrice. Nous avons vu, a la question 
precedente, comment proceder. 




En outre, la forme de la matrice obtenue nous montre que les premier et 
deuxieme vecteurs colonnes de la matrice M engendrent I'image de la 
matrice. On en deduit que la famille ((0,2, 1), ( — 2,0,2)) est une base de 
I'image de/. 


Noyau 

Une fois que nous avons reussi a transformer, a l’aide d’ operations elementaires sur 
les lignes, la matrice M en une matrice triangulaire superieure, il est egalement 
facile de determiner le noyau de/. Expliquons plus en details. Un vecteur (x,y,z) 
de M 3 appartient au noyau de / si, et seulement si, on a 


-2 y = 0 

2x + 4z — 0 
x + 2y +2z = 0 
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Nous pouvons effectuer sur ce systeme les memes operations que nous avons effec- 
tue sur la matrice et simplifier ainsi sa resolution. Les calculs sont exactement iden- 
tiques et il est done inutile de les refaire. 
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^ Un vecteur (. x,y,z ) de M 1 2 3 appartient au noyau de/si, et seulement si, on a 

f -2 y =0 
2x + 4 z =0 
x +2y + 2z = 0 

En effectuant exactement les memes operations sur le systeme que sur la 
matrice, on montre que ce systeme est equivalent a 

' x + 2y + 2z = 0 
— 4 y = 0 , 

0 =0 

et done a 

1 x = —2 z 

ly = 0 • 

On en deduit que la fa mi lie ((2,0, — 1)) est une base du noyau de/. 

Remarquons, pour finir, que nous avons trouve une image de dimension 2 et un 
noyau de dimension 1. La somme des dimensions est 3, qui est la dimension de R 3 , 
en accord avec le theoreme du rang. 


Exercice 13.5 : Homotheties 


Soit E un K-cspacc vectoriel de dimension finie. On rappelle qu’une homothetie 
de E est une application lineaire de la forme 

, . E - E 

ha • i 

xi ax 


1. Soit/un endomorphisme de E. Supposons que, quel que soit x e E, il existe 
a x e K tel que 

f(x) = a x x . 

a. Soient x,y € E deux vecteurs lineairement independants. Montrer que 
a x — ciy. On pourra chercher a calculcr / (,r + y) de deux faqons differentes. 

b. Montrer que / est une homothetie. 

2. On appelle centre de L(E) l’ensemble des elements /de E verifiant la condi- 
tion suivante 

Vg e L(E), f og = go f. 
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a. Soit x £ E. Montrer qu'il existe un projecteur p x de E dont l’image est egale 
a Vect(x). 

b. Determiner le centre de L(E ) . 

l.a. L’enonce nous suggere de calculer de deux fa 5 ons differentes la quantite 
f(x + y). Puisque/est lineaire, nous avons /(x + y) = f(x) + f(y) . En utilisant 
1’ hypothese, on en deduit que 

a x+y (x + y) = a x x + a y y. 


II nous reste a utiliser la liberte de la famille (x,y) pour trouver une relation entre 
les coefficients a x et a y . 


It 


Par hypothese, nous avons 


fix + y) - a x+y (x + y) = a x+y x + a x+y y. 


Nous avons egalement 

fix + y) = f(x) + f(y ) 

= a x x+a y y. 

En soustrayant ces deux egalites, on obtient 

(a x ~ a x+y ) x + (a y - a x+y ) y = 0. 


Puisque la famille (x,y) est libre, cette condition impose a x = a x+y et 
a y = a x+y . On en deduit que 

—— • 


l.b. L’ expression «/e st une homothetie » signifie 

3a e K, Vx e E, fix) = ax. 

Nous disposons de l’hypothese 

Vx £ E, 3a x e K, fix) = a x x. 

Sous cette forme, nous voyons que l’exercice consiste en fait a inverser les quanti- 
ficateurs V et 3 . 

Nous voulons trouver un element a de IK tel que, quel que soit x £ E, on ait 
f(x) = ax. Soit x £ E. Nous avons, par hypothese, f(x) = a x x. Nous 
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devons done avoir ax = a x x. Si le vecteur x n’est pas nul, cela impose que l’on 
ait 


a = a x . 

Nous avons done trouve un candidat pour le scalaire a. II nous reste a verifier que, 
quel que soit y f x, on a encore 

f(y) =ay = a x y. 

La question precedente nous suggere de distinguer deux cas selon que le vecteur y 
est lineairement dependant du vecteur x ou non. 

Soit x £. E \ {0} . Par hypothese, il existe a x e K tel que 
f(x) = a x x. 

Soit y e E. Montrons que I'on a encore 

fiy) = a x y. 

Nous allons distinguer deux cas. 

• La famille (x,y) est liee. 

Puisque x f 0, il existe A e K tel que y = \x. Nous avons alors 

f(y) = f (Ax) 

= A fix) 

= A a x x 
= a x y. 


• La famille ix,y) est libre. 

D'apres la question precedente, nous avons a x = a y et done 
fiy) =a y y = a x y. 

Finalement, nous avons montre que, quel que soit y e E, on a 

fiy) = y- 

Par consequent, l'endomorphisme/est I'homothetie de rapport a x . 

2.a. Cette question est presque une question de cours. Rappelons qu’un projecteur 
est defmi par la donnee de deux sous-espaces supplementaires, l’image et la direc- 
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tion. Plus precisement, si F ct G sont deux sous-espaces vectoriels de E supple - 
mentaires et si p est la projection sur F le long de G, on a 


P\f = Id et p\c = 0. 


L’ image de ce projecteur est F. Nous allons done imposer la condition F = Vcct(jc). 


w 


Soit G un supplementaire de Vect(.x) dans E. Considerons Le projecteur p x 
sur Vect(x) le long de G. Son image est alors Vect(x). 


2.b. Nous devons determiner le centre de L(E), c’est-a-dire l’ensemble des endo- 
morphismes de E qui commutent avec tous les autres. Avant de commencer a rai- 
sonner, essayons de nous faire une idee en trouvant des elements du centre. La ques- 
tion precedente nous donne une indication : considerer les homotheties. On se 
convainc facilement qu’elles appartiennent toutes au centre de L(E). Redigeons ce 
resultat. 


\p 


Soit / une homothetie de E. II existe a e M tel que f — h a — a Id. Quel 
que soit g e L(E) et quel que soit x e E, nous avons alors 


(g°f)(x) = g(f(x)) 

= g(ax) 

= ag(x) 

= f(g(x)) 

= lf°g)(x) 


On en deduit que/ appartient au centre de L(E). 


Nous allons montrer que les homotheties sont les seuls elements du centre. Soit/un 
element du centre de L(E). D’apres la question l.b., pour montrer que /est une 
homothetie, il suffit de montrer que, quel que soit x e E, il existe a x e K tel que 
f (x) = a x x. Nous allons appliquer la question precedente pour essayer de demon- 
trer cette propriete. 

Soit / un element du centre de L(E). Soit x e E. D'apres la question 2.a., 
-E—\ il existe un projecteur p x de E dont I'image est egale a Vect(.r). Puisque/ 
appartient au centre de L(E), nous avons 

/ o p x = p x o /. 

En evaluant les deux membres de cette egalite en x, on obtient 

f(Px(x)) = p x (f(x)). 
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On en deduit que 

f(x)e Vect(x), 

car p x (x) = x et \m(p x ) = Vect(x). Autrement dit, il existe a x e IK tel que 
f{x) = a x x. 

D'apres la question l.b., / est une homothetie. 

Finalement, nous avons montre que le centre de L(E) est exactement I'en- 
semble des homotheties de E. 


Exercice 13.6 : Inegalites sur le rang 


Soit E un espace vectoriel de dimension finie n et / un endomoiphisme de E tel 
que/ 3 - 0. 

1. Demontrer que rg (/) + rg if 2 ) < n. 

2. Demontrer que 2 rg if 2 ) < rg (/) . Pour cela, on pourra introduire la restriction 
de / a Im(/) et determiner son noyau et son image. 

1. On dispose de formules faisant intervenir rg (/) et rg if 2 ) ; plus precisement on 
sait, d’apres le theoreme du rang, que 

dim(Ker(/)) + rg (/) = dim(Ker(/ 2 )) + rg if 2 ) = n. 

Pour obtenir une inegalite sur des dimensions, il suffit d’etablir une inclusion cntrc 
des sous-espaces vectoriels. 

Plus precisement, une relation de la forme u o v = 0, avec u et v lineaires, entraine 
Im(u) c Ker(«). En effet, pour tout x e£, on a w(u(x)) = 0, soit u(x) e Ker(u). 
Tous les elements de V image de v sont done elements du noyau de u. 

Nous pouvons ici faire apparaitre plusieurs composees nulles :/ 3 = 0 peut s’ecrire 
f o f 2 = 0 ou encore f 2 o f = 0 qui fournissent respectivement les inclusions 
Im if 2 ) C Ker(/) et Im(/) C Ker(/ 2 ). 

En passant aux dimensions, on obtient les inegalites 

rg if 2 ) < dim(Ker(/)) et rg (/) < dim(Ker(/ 2 )). 




Comme/ 3 = 0 on a 

Im(/ 2 ) c Ker (/) 

et done 

rg if 2 ) < dim(Ker(/)). 
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Etant donne que, d'apres le theoreme du rang, 

dim(Ker(/)) = n - rg (/) 


il vient 


rg(/ 2 ) < n - rg (/) 
soit 


rg(/) +rg(/ 2 ) < n. 



Nous aurions egalement pu utiliser l’inegalite rg (/) ^ dim(Ker(/ 2 )) mais, dans 
ce cas, nous aurions plutot utilise pour conclure le theoreme du rang applique a 
f 2 , i.e. la relation dim(Ker(/ 2 )) + rg(/ 2 ) = n. 


2. Soit g la restriction de/ a Im(/). Par definition, g est l’application qui, a tout 
element x de Im(/) , associ e/(x) . 

g est lineaire comme restriction d’une application lineaire a un sous-espace vectoriel. 
Avant d’appliquer le theoreme du rang a g, determinons ses noyau et image en fonc- 
tion de /. 

• L’ image de g est f ensemble des vecteurs de la forme /(x) pour x appartenant a 
1’ image de/, c’est-a-dire pour x de la forme/ (v) avec y e E. Autrement dit, l’ima- 
ge de g est l’ensemble des vecteurs de la forme ,/ (,/ ()-’)) avec y e E : on a done 
Im(g) = Im(/ 2 ). 

• D’ autre part, les elements du noyau de g sont les elements x de son espace de defi- 
nition, a savoir Im(/), tels que/(x) = 0 : cc sont done les vecteurs qui appartien- 
nent a la fois a Im(/) et Ker (/) , autrement dit Ker(g) = Ker(/) D Im (/) . 

Le theoreme du rang applique a g donne 

dim (Ker (g)) + rg(g) = rg (/) 
soit, d’apres la discussion precedente, 

dim(Ker(/) n Im(/)) + rg(/ 2 ) = rg (/). 

Pour aboutir a l’inegalite demandee, il suffit done de demontrer que 
rg(/ 2 ) < dim(Ker(/) n Im(/)). 
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Cette inegalite est en particular verifiee si on a 

Im(/ 1 2 ) C Ker(/) n Im(/). 

II se trouve qu'on a bien cette inclusion, la verification etant routiniere. 


I* 


Soit x e Im(/ 2 ). Par definition, il existe un element y de E tel que 

x = f 2 (y)- 

D'une part, f(x) = f(f 2 {y)) = f\y ) = 0 car / 3 = 0. Ainsi, 
x e Ker (/) . 

D'autre part, x = f(f(y)) done x e Im(/) (f(y) est en effet un antece- 
dent de x par f). 

Ainsi, x e Ker(/) n Im(/). Ceci etant vrai pour tout element x de Im(/ 2 ) 
on a done 

Im(/ 2 ) C Ker (/) n Im (/). 


Cette inclusion fournit I'egalite 

rg(/ 2 ) < dim(Ker (/) n Im(/)). 


Par ailleurs, le theoreme du rang applique a g donne 


dim(Ker(/) n Im(/)) + rg(/ 2 ) = rg (/) 


d'ou enfin I'inegalite demandee : 

2rg(/ 2 ) < rg(/). 


Exercice 13.7 : Multilinearite (MPSI) 


Soit n e N. Soit / un endomorphisme de M” et B une base de R". Considerons 
1’ application 

(R")" -> R 

n 

^ • (xi,...,x„) i-> J2 detg(xi,. . . ,Xj_i,/(Xj),x,-+i,. . . ,x„) ’ 

1 = 1 

1. Montrer que l’application ip est une forme n-lineaire et alternee. 

2. Montrer que, quel que soit (xi,. . . ,x„) e (R")", on a 

<^(xi,...,x„) = tr(/)det B (xi,...,x„). 


1. II s’agit ici d’une simple verification. Rappelons qu’une application g : E n — ► F, 

ou E et F sont des R-espaces vectoriels, est dite n-lineaire si elle est lineaire par 
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rapport a chacune de ses variables. Autrement dit, g est 77-lineaire si, et seulement 

si, quel que soient j e {l,...,/i}, (xi,. . . ,Xj-\,Xj+\ x„) e E n ~ l , xj , yj e E, 

X ,fi e R, on a 

g{x 1 ,. . . ,Xj-l,\Xj + fJLyj,Xj+l,. . . ,x n ) 

= Xg(xi,.. . ,Xj-\,Xj,x j+ \,. . . ,x n ) + ng{x 1,. . . ,Xj-i,yj,x j+1 ,.. . ,x n ). 

Rappelons egalement qu’une forme 77-lineaire sur E est une application 77-lineaire 
de E n dans M. 

y ~1 Soient j e { 1 ,. . . ,n} r {x\,. . . ,xj-i,xj+i,. . . ,x n ) e xj , >;/ e R", 

^ A,/i e R. Calculons + nyj,Xj+\,. . . ,x n ) . Par defini- 

tion de </?, cet element s'obtient comme somme de n termes. 

Soit i j ■ Le terme a,- correspondant a I'indice i est un determinant dont 

le /-erne facteur vaut Xxj + fiyj. Par 77-linearite du determinant, on peut 
developper par rapport a ce facteur et I'on obtient 

at = Adet^lv:!,. . . ,/(x ,),. . . ,Xj,. . . ,x„) 

+ fi det B (.ri,. . . ,f(xi),. . . . ,x n ). 

Considerons, a present, le terme aj correspondant a I'indice j. C'est un 
determinant dont le j-e me facteur vaut f{Xxj + fiyj) = 

A f{xj) + iif(jj), par linearite de f. En developpant le determinant par 
rapport a ce facteur, on obtient 

a;, = Adet B (xi,. . . ,xj-i,f(xj),x j+ i,.. . ,x n ) 

+ /idet B (x!,. . . ,Xj-i,f(yj),x j+ i,.. . ,x n ). 

En additionnant ces differents termes, on obtient 

ip(xi,.. . ,Xj-i,Xxj + /iyj,Xj + ],. . . ,x n ) 

n 

= ^ AdetflCn,. . . ,f(xi),.. . ,xj,. . . ,x n ) 

i i=j 

+Adet B (xi,. . . ,f(xj),. . . ,x n ) 

n 

+ ^/idet B (*i,. . . ,f(Xi),.. . ,yj,. . . ,x n ) 
i i=J 

+/idet B (xi,. . . ,f{yj),.. . ,x n ) 

= Xlfi(X],. . . ,Xj-l,Xj,Xj+l,. . . ,x n ) 

+fup(xu. . . ,Xj-i,yj,x j+ i,. . . ,x n ). 

Par consequent, I'application <p est une forme 77-lineaire. 
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II nous reste, a present, a montrer que I’ application tp est alternee. Rappelons 
qu’une application /7-lineaire g : E" — ► F, oil E et F sont des R-espaces vectoriels, 
est dite alternee si g(x i,. . . ,x„) = 0 des qu’il existe i j tels que x/ = xj. 

TT1 Soit (jci,. . . ,x„) e R". Supposons qu'il existe i,j e {1,. . . ,n }, avec i ^ j, 
tels que Xi = xj. Calculons <p(x\,. . . ,x n ). II s'ecrit comme une somme de n 
termes. 

Soit k e {1,. . . ,n] \ {i, j}. Le terme a* d'indice k de la somme est un 
determinant dont le /-erne facteur x,- est egal au j-eme facteur xj. Par 
consequent, on a cik = 0. 

Le terme a,- d'indice i de La somme vaut det B (xi,. . . ,/(x,),. . . ,xj,. . . ,x n ). 
Le terme aj d'indice j de la somme vaut 

detfi (x i , . . ,,Xi,... ,f{xj),.. . ,x n ) 

= det B (xi,. . . ,xi,. . . ,f(xi),.. . ,x n ) 

= -det B (xi ,. . . , f (x; ) , . . . ,xj,.. . ,x„) 

= — Clj . 

On en deduit que 

n 

p{x i , . . . ,x„) — ^2 ak = cii + aj = 0. 
k= l 

Par consequent, I'application <p est alternee. 

2. Pour resoudre cette deuxieme question, il faut se souvenir d’un resultat important 
du cours sur les applications multilineaires et le determinant : si E est un R-espace 
vectoriel de dimension n, l’espace vectoriel des formes n-lineaires et alternees est 
de dimension 1 et engendre par le determinant. 

Par consequent, le resultat de la question precedente nous montre que I’application 
<p est un multiple du determinant : il existe A e R tel que p = A det. Pour determi- 
ner le coefficient de multiplicite A, il nous suffit d’appliquer cette formule avec un 
77-uplet de vecteurs (xi,. . . ,x„) bien choisi. 


IF 


L'espace vectoriel des formes n-lineaires alternees sur R" est de dimension 
1 et engendre par le determinant. Par consequent, il existe A e R tel que 


(5) 


i p = Adetg. 


Notons (e i , . . . ,e n ) la base canonique de R”. Calculons <p{e\,. . . ,e n ). Soit 
i e {1,. . . ,«}. Calculons, tout d'abord, le nombre reel 
det(<?i Ecrivons le vecteur /(f? ; ) sous la forme 
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f( e i) — YTj=\ a i,j e j> avec a i.j e quel que soit j e {1, Grace 
aux proprietes du determinant, on a 

det B (£>i,. . . ,e „ ) = dets^ei,. . . atj ej,e i+ i,. . . ,e^j 

= ciij detg(ei,. . . ,ei,. . . ,e n ) 

— ciij. 

On en deduit que 

n 

<f(e i,. • • ,e n ) = = tr (/). 

i = 1 

En reportant dans la formule (5), on obtient 

tr (/) = Adet/jOi . . ,e n ) = A. 

On en deduit finalement que 

ip = tr(/) detg. 
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Dans ce chapitre, IK designera R ou C. 


Exercice 14.1 : Matrices d'ordre 2 


Soit A une matrice carree d’ordre 2 a coefficients dans 

1. Montrer que A 2 — tr(A) A + det(A) I 2 = 0 . 

2. Supposons que det(A) ^ 0. Calculer A -1 . 

3. Considerons la matrice 


A = 


3 2 

-2 -2 


Calculer A" , pour n e N. 


1. II s’agit ici d’un simple calcul. Nous allons l’effectuer sans plus de commen- 
taires. 


W\ 


II existe a,b,c,d e IK tels que 


A = 


a b 

c cl 


On a alors 


A- = 


a " + be ab + bd 
ac + cd be + dr 


301 


Partie 3 • Algebre 


Nous avons egalement tr(A) = a + d et det(A) = ad — be. On en deduit 
que 

A 2 - tr(A) A + det(A) I 2 

( a 2 + be — (a + d)a + ad — be ab + bd — (a + d)b \ 

ac + cd — (a + d)c be + d 2 — (a + d)d + ad — be ) 

= (° °) 

VO 0 )■ 


2. Nous cherchons, a present, a calculer l’inverse de la matrice A. Comment utiliser 
la formule trouvee precedemment ? Souvenons-nous que l’inverse de la matrice A 
est, par definition, l’unique matrice B verifiant AB = BA — I. Nous allons done 
chercher a faire apparaitre une relation du type A B = I en modifiant la formule dont 
nous disposons. 




D'apres La question precedente, on a A 2 — tr(A) A + det(A)l 2 = 0, autre- 
ment dit A (A — tr(A) I 2 ) = — det(A) I 2 . Puisque det(A) 0, cette for- 
mule peut encore s'ecrire 

A ((det(A)) -1 (tr(A) I 2 — A)) = I 2 . 


On en deduit que 

A” 1 = (det(A))- 1 (tr(A) I 2 — A). 
Si la matrice A s'ecrit ^ ^), on trouve 


1 = 1 / d -b\ 

ad — be \ ~ c a / 


II faut remarquer ici que nous avons trouve une matrice B verifiant AB — I 2 . Pour 
que la matrice B soit 1’ inverse de la matrice A, il faut, a priori, verifier egalement 
que l’on a bien BA = b. Nous nous sommes dispenses de ce calcul, car le resultat 
est automatique pour les matrices : un inverse a droite est necessairement un inverse 
a gauche, et reciproquement. 

3. II existe une methode classique pour calculer les puissances d’une matrice M 
lorsque l’on en commit un polynome annulateur P(X) . Notons d son degre. Soit 
n G N. Calculer M" revient a appliquer le polynome X" a la matrice M. Pour effec- 
tuer ce calcul, nous pouvons profiter de la relation P(M ) = 0. En effet, effectuons 
la division euclidienne de X n par P(X) : il existe Q(X),R(X) e K[X], avec R de 
degre strictement inferieur a d, verifiant X" = P(X)Q(X) + R(X) . Pour la matrice 
M, cela signifie que l’on a 
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M n = P(M)Q(M) + R(M) = R(M). 

Puisque R(X) est de degre strictement inferieur a d, on voit qu’il suffit de calculer 
les puissances A 2 ,. . . , A d ~ l pour les avoir toutes. Appliquons, a present, cette 
methode a la matrice A. 

— n On a tr(A) = 1 et det(A) = —2. D'apres la premiere question, le polynome 

^ X 2 — X — 2 annule done la matrice A. 

Soit 7i ^ 2. Effectuons la division euclidienne de X" par X 2 — X — 2 : il existe 
Q(X),R(X ) g K[X], avec R de degre strictement inferieur a 2, verifiant 

(1) X” = (X 2 -X -2)Q(X) + R(X). 

Calculons R(X). II existe a,b eK tels que R(X) = a„X + b n . Les 
racines du polynome Q(X) sont —1 et 2. Specialisons la relation (1) en 
X = — 1 : on obtient (—1)" = — a n +b n . De meme, en specialisant en 
X = 2, on obtient 2 n = 2 a n + b n . On en deduit que 

2 n - (-1)” 

3 

2 " + 2 (— 1 )" 

3 

Or, toujours d'apres la relation (1), nous avons 

A" = (A 2 - A - 2 1 2 ) (2(A) + R(A) = R(A) = a n A + b n I 2 . 

Tous calculs faits, nous obtenons 

n _l( 2 n+2 -(-l y 2" +l — 2(— 1)' ! \ 

_ 3 V — 2" +1 + 2(— 1)" -2" + 4( — 1 )" ) ' 



Exercice 14.2 : Matrices unipotentes (sauf PTSI) 


Soit N e M„(M) une matrice nilpotente : il existe re N* tel que N r = 0. 

1. Montrer que la matrice I„ + N est inversible et calculer son inverse. 

2. Calculer (I„ + N) p , pour p e N. 

3. Soit la matrice 


A = 


Calculer A 1 et A p , pour p e N. 
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1. Rappelons que, si R est un anneau et a,b deux elements de R qui commutent, 
on a 

k 

Vk e N, a k - b k = (a - b) ^ a‘ b k ~ l . 

i=0 

Nous pouvons, par exemple, utiliser cette formule dans l’anneau (M„(M),+,x) 
avec a = \ n et b = N . On obtient 

) — t 

l n =Y n -N r = (I n -N)J2u i . 

i=0 

Cette remarque permet de trouver directement 1’ inverse de la matrice I„ + N. 
Signalons que cette methode est classique et qu'il est bon de la retenir. 


W\ 


La matrice 


N ‘ 


est I'inverse de la matrice I„ + N. En effet, on a 


£(-!)' N')(I„ + AO = E(-D'^ + E(-l)'^- 


i= 0 /=o 

Ec-iy'iv' + Ec-iy- 1 ^ 

1=0 1=1 

In + (-I )' - " 1 N r 

In , 


car I „N = Nl n . 


2. Nous voulons ici calculer les puissances d’une somme de deux matrices. Puisque 
ces matrices commutent, nous pouvons utiliser la formule du binome de Newton. 

Remarquons que les matrices I„ et N commutent. Par consequent, nous pou- 
vons utiliser la formule du binome de Newton : quel que soit p e N, on a 

(In + N)P = £ (f) N' 

1=0 

min(/7,r— 1) 

= E ©w'. 

i=0 

car, quel que soit q ^ r, on a N q = 0. 
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3. Nous devons ici appliquer les resultats theoriques obtenues aux deux questions 
precedentes au cas particular de la matrice A. Bien entendu, il faut commencer pai' 
s’ assurer que la matrice A est bien du type considere precedemment. 

La matrice 


(° 1 A 

N = 0 0 2 

\0 0 0 / 

est nilpotente. En effet, on a 

/0 0 2 \ /0 0 0 \ 

N 2 = ( 0 0 0 ] et N 3 = ( 0 0 0 ] . 

\0 00/ \0 0 0/ 

Par consequent, nous pouvons appliquer les resultats precedents a la matrice 
A — I„ + N. On en deduit que la matrice A est inversible d'inverse 

jl -1 -1\ 

A" 1 = I„ — N + N 2 = 0 1 -2 . 

Vo o i / 

On en deduit egalement que, quel que soit p ^ 2, on a 
A p = 


E (?) N 1 

i = 0 

I n + pN+ P(P ~ ' j N 2 



Exercice 14.3 : Calcul de puissances (sauf PTSI) 


1. Soit A la matrice de M„(R) dont tous les coefficients valent 1. Calculer A p , 
pour p e N*. 

2. Soit B = la matrice carree de taille n definie par 


V/,; e {1 ,...,n},bij = 


2 si i — j\ 

1 si i 4 j. 


Calculer B p , pour p e N. 

3. Calculer S _1 . 
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1. Pour traiter ce genre d’exercices, il est bon de commencer par calculer les pre- 
mieres puissances. On essaie ensuite de deviner une formule, puis de la demontrer 
par recurrence. Dans noire cas, nous avons 


et done 



II est naturel de chercher a demontrer que, quel que soit p e N , on a A = n p 1 A. 


Soit p e N* tel que A p = n p 1 A. Alors 

A p+ 1 =A p A = n p ~ l A 2 = n p ~ x n A = n p A. 

Nous avons montre que quel que soit p e N*, on a A p = n p ~ x A. 

2. Remarquons que l’on a B = I„ + A. Nous devons done calculer les puissances 
d’une somme de deux matrices. Lorsque les deux matrices en question commutent, 
on peut appliquer la formule du binome de Newton : si R ct S sont deux matrices 
de M„(R) qui commutent, alors, quel que soit p e N, on a 

(H + Si 1 ' = K' S'’"'- 




iviontrons par recurrence que, quel que soit pern, on a A 1 = n‘ A. 
L'initialisation pour p = 1 est evidente. 



Cette formule n’est pas valable si les matrices ne commutent pas. Considerons, par 
exemple, les matrices 
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On a alors 


mais 


« R + S)2 =(o o)' 
fi2 + 2RS + s2 = (o o)- 


xp 


Remarquons que I'on a B — I„ + A et que les matrices I„ et A commutent. 
Nous pouvons done appliquer la formule du binome de Newton : quel que soit 
p e N, on a 




A. 


II nous reste a calculer la somme ( P ) n ' 1 • Elle ressemble aux sommes que l’on 

i=i 1 

obtient par la formule du binome de Newton. II y a cependant trois differences : les 
exposants qui interviennent sont du type i — 1 au lieu de i, la somme n’est pas 
complete, puisqu’elle commence a 1 au lieu de 0, et des puissances d’un seul ele- 
ment, au lieu de deux, interviennent. Pour modifier les exposants, il suffit de multi- 
plier et diviser la somme par n : 



Pour rendre la somme complete, il suffit d’ajouter et soustraire le terme manquant : 



Pour faire apparaitre un deuxieme element dont on prend les puissances, il suffit de 
rajouter des \ p ~ l : 
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1 


-( EO '- i ) = 1^-1 


i 


n \i = o 

- (in + 1 V - 1 ) 

n 

II n’est pas utile de preciser autant le calcul dans la redaction 


\0 


Calculons encore 

p 


£ TK' = ; S 7 


On en deduit que, quel que soit p e N, on a 

„ (» + l) p -l 

B p = I„ + - A. 


1 = 


(n + \y - 1 


3. Pour conserver la symetrie du probleme, il est raisonnable de chercher un inverse 
ayant une forme semblable a celle de la matrice B : les coefficients de la diagonale 
sont tous identiques et les coefficients hors de la diagonale sont tous identiques. 
Autrement dit, nous allons chercher un inverse sous la forme al n + b A, avec 
a,b e M. 

Quelles conditions faut-il imposer sur a et b ? On a 

B ( a I„ + b A) = (I„ + A) (a l n + b A) 

= n I n (q b ) A + b A 2 

= a I„ + (a + ( « + 1 )b) A 


La matrice al n +bA sera l’inverse de A si l’on impose a = 1 et 
a + ( n + 1 )b = 0, autrement dit, b = — l/(n + 1). 




Verifions que la matrice 


C = I„ 


n + 1 


est I'inverse de la matrice B. On a 


BC = (I„ + A) (I„ - 


— H : r A — 


77 + 1 

1 


77 + 1 77 + 1 


= I„ 


car A~ = 77 A. 


A) 

-A 2 
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Exercice 14.4 : Calcul explicite d'inverse 


Soit la matrice 



Montrer que la matrice A est inversible et calculer son inverse. 

Cet exercice se resout classiquement en utilisant la methode du pivot de Gau(3. On 
effectue des operations elementaires sur les lignes de A de faqon a la transformer en 
une matrice triangulaire superieure. La matrice est alors diagonalisable si, et seule- 
ment si, aucun des coefficients diagonaux de la matrice triangulaire n’est nul. 

Pour calculer V inverse, on effectue des operations elementaires sur les lignes de la matrice 
triangulaire de facon a la transformer en la matrice I 3 . Si l’on effectue sur la matrice I 3 les 
operations qui nous ont permis de passer de A a I 3 , on aboutit a la matrice A 1 . 

Dans la presentation que nous adoptons, nous effectuons les operations sur la matrice I 3 en 
meme temps que nous les effectuons sur la matrice A. 



Effectuons des operations elementaires sur les lignes de A. 



L 2 < 
L3 < 


-L2-L1 
i 3 — 4 L x 


17 

-L 2 Lo 

5 



A ce stade du raisonnement, nous pouvons affirmer que la matrice A est inversible. 


/I 

-3 


0 

1 




5 

Vo 

0 

1 / 

/1 

-3 

0 \ 

0 

1 

0 

\0 

0 

1/ 

/I 

0 


0 

1 

0 

Vo 

0 

1 


1 


l 2 

< 5 ^ 2 

L 3 

4 — 5L 3 

1 

—L\ + L 3 


2 


-L 2 --l 3 


-L\ + 3L 2 


( 1 

0 

°\ 

1 

1 

0 

5 

5 

\ —3 -17 

5y 

(-2 -17 

5 \ 

1 

7 

- 2 

r- 

7 

cn 

1 

5 / 

( 1 

4 


1 

7 

- 2 

V —3 -17 

5 / 
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On deduit des calculs precedents que 

/ 1 4-1' 

A" 1 = [ 1 7 -2 

\ —3 -17 5 . 


Exercice 14.5 : line matrice inversible 


Soient ai,. . . ,a n e R+. Soit la matrice 
{ 1 + ci\ 1 

1 1 + Cl2 

I 

A = 


1 i 


1. Soient (jti,. . . ,x n ) e R". Posons X = 


e M n 


1 1 + CL n / 


/xA 


V X„ / 


. En ecrivant la matrice A comme 


somme d’une matrice de rang 1 et d’une matrice diagonale, calculer la quantite 
tr dXAX). 

2. En deduire que la matrice A est inversible. 

1. L’enonce nous suggere d’ecrire la matrice A comme somme d’une matrice de 
rang 1 et d’une matrice diagonale. Une decomposition s’impose : 


Z 1 


A - 


1\ ^ai 0 

0 Cl2 


+ 




\ 0 ... 0 a n / 


II ne nous reste plus, a present, qu’a calculer la quantite demandee en nous servant 
de cette decomposition. 


lO 


Nous avons 


A - 


/I 1\ 0 

0 u 2 


1 1 


+ 


Vo 




0 

0 a n ) 


= R + D. 
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Par linearite de la trace, nous avons 

tr (XAX) = ti i'XRX) + tr (XDX). 

Calculons separement ces deux termes. 

Nous avons 


/y>A 

=1 


RX = 


et done 






f XRX = (x\ ... x n ) 


D'autre part, nous avons 




n \ 2 
X , 

= 1 


E 


Cl\X 1 


DX = 


et done 

t XDX = ( xi ... x n ) 
Finalement, on obtient 


a\X\ 


E' 


( n \ 2 n 

E-) +E 


L’ utilisation de la trace dans la demiere etape peut paraitre etrange, puisque nous 
l’appliquons a une matrice carree de taille 1 et ne contenant done qu’un seul coef- 
ficient. Elle permet en fait de passer d’un objet qui est un element de M\ \ (M) a un 
objet, sa trace, qui est veritablement un element de M. 
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2. Montrer que la matrice A est inversible. Comme d’habitude, nous allons montrer 
que le noyau de 1’ application lineaire canoniquement associee est reduit a {0}. En 
nous aidant du calcul precedent, cela ne devrait pas poser de problemes. 


¥\ 


Notons a I'endomorphisme de M" dont la matrice dans la base canonique est 

A. Soit x = (xi,. . . ,x n ) e Ker(n). Posons X = I : 1 . Nous avons alors 

\ x n / 

AX = 0. D'apres le resultat de la question precedente, nous avons done 

2 


( n \ Z n 

J2 Xi ) +J2 a i x? = tr( f X AX) = 0. 


Or, quel que soit i £ {1 ,n} r on a ^ 0. Nous avons done une somme 

de termes positifs dont la somme est nulle. On en deduit que chacun de ces 
termes doit etre nul : 



Quel que soit i e {1, n], on a a; ^ 0. Cela impose que 

x\ — ■ ■ ■ = x n = 0 et done que x = 0. On en deduit que Ker(u) = {0}. Par 
consequent, I'endomorphisme a est un isomorphisme et sa matrice A dans 
la base canonique est inversible. 


Exercice 14.6 : Reduction d'un endomorphisme 


1. Soient E un espace vectoriel sur R,/et g deux endomorphismes de E. Montrer 
que / o g = 0 si, et seulement si, Im(g) c Ker(/) . 

2. Soit/un endomorphisme non nul de M 3 verifiant/ 1 2 = 0. 

a. En utilisant la question precedente, calculer la dimension du noyau et de 
1’ image de/. 

b. Montrer qu’il existe une base de M 3 dans laquelle I’endomorphisme / a pour 

(0 0 IN, 

matrice 10 0 0 1. On pensera a chercher une base adaptee a toutes les inclu- 
\0 0 0 / 

sions rencontrees dans l’exercice. 

1. Cette premiere question est tres classique et il faut savoir la rediger correctement 

et rapidement. 
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Supposons que Im(g) c Ker(/). Soit x € E. L'element g(x ) appartient a 
Im(g) c Ker (/). Par consequent, on a f{g{x)) = 0. 

Supposons, a present, que / o g = 0. Soit x e Im(g). II existe y e E tel 
que x = g(j). Puisque fog = 0, on a f(x) = f(g(y)) = 0, d'ou 
x e Ker (/) . 


2.a. Dans cette question, nous devons calculer les dimensions du noyau et de 
l’image de l’endomorphisme/. Nous allons commencer par ecrire toutes les infor- 
mations que nous avons concernant ces dimensions. Tout d’abord/est un endo- 
morphisme de M 3 . On en deduit que 


dim(Ker(/)) < 3 et dim(Im(/)) < 3. 


En outre, l’endomorphisme / n’est pas nul, autrement dit, dim(Ker(/)) < 3 et 
dim(Im(/)) > 0. Nous pouvons done etre plus precis : 

dim(Ker(/)) e {0,1,2} et dim(Im(/)) e {1,2,3}. 

Appliquons le theoreme du rang. On obtient 

dim(Ker(/)) + dim(Im(/)) = dim(R 3 ) = 3. 

L’enonce nous suggere d’utiliser la question precedente. En l’appliquant avec 
g — f, on obtient Im(/) C Ker(/) . On en deduit que 

dim(Im(/)) < dim(Ker(/)). 

Une fois ces informations regroupees, il ne nous reste qu’une possibilite : 
dim(Im(/)) = 1 et dim(Ker(/)) - 2. 

D'apres le theoreme du rang, on a 

dim(Ker(/)) + dim(Im(/)) = 3. 

D'apres la question precedente, appliquee avec g = f, on a 

dim(Im(/)) < dim(Ker(/)). 

II ne nous reste que deux possibilites : soit dim(Im(/)) = 0 et 
dim(Ker(/)) = 3, soit dim(Im(/)) = 1 et dim(Ker(/)) = 2. La premiere 
possibilite est exclue car elle correspond a I'endomorphisme nul. Nous obte- 
nons finalement 

dim(Im(/)) = 1 et dim(Ker(/)) = 2. 


w 
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b. Nous avons la suite d’inclusions Im(/) C Ker (/) C M 3 entre des espaces de 
dimension 1, puis 2, puis 3. II est naturel de chercher une base de M 3 adaptee a ces 
inclusions. Dans un premier temps, choisissons une base (e\) de Im(/). Elle n’est 
composee que d’un vecteur car nous avons vu a la question precedente que 
dim(Im(/)) = 1 . 

A present, completons la famille (e \ ) en une base (e\,ei) de Ker(/). Elle est com- 
posee de deux vecteurs car dim(Ker(/)) = 2, d’apres la question precedente. 
Finalement, completons la famille en une base B = (e\ ,eo,e^) de M 3 . 

Calculons la matrice de l’endomoiphisme/dans la base B. On a.f(e\) =f(e 2 ) — 0, 
car ei,e 2 e Ker(/). Le vecteur f(ey) appartient a Im(/) est n’est pas nul car 
e-i Ker(/) = \ect(e\,e 2 ) ■ On en deduit qu’il existe A / 0 tel que f(ej) = Xei . 

/0 0 A 

Par consequent, la matrice de / dans la base B est 0 0 0 

\0 0 0 

Nous avons presque obtenu la matrice voulue. Posons e'^ — (1 /A) c-q. Nous avons 
alors f(e' 3 ) = e\. Defmissons une nouvelle base de M 3 par B' = (ei,e 2 ,e' 3 ). La 

(° ° 

matrice de l’endomorphisme/ dans la base B' est 0 0 0 . 

\0 0 0 / 

Remarquons que nous aurions pu choisii' directement le vecteur e\ comme un ante- 
cedent de e\ par/. Cette observation nous permettra de rendre la redaction un peu 
plus elegante. 


Nous avons la suite d'inclusions Im(/) c Ker (/) c M 3 . D'apres la question 
precedente, on a dim(Im(/)) = 1 et dim(Ker(/)) = 2. Soit (e\) une base 
de Im(/) et completons-la en une base {e\,e 2 ) de Ker (/). II existe un vec- 
teur <?3 de M 3 tel que f(e 3 ) = e\. Puisque e 3 ^ Ker (/), la famille 
{e\,e 2 ,e^) est libre. On en deduit que c'est une base de M 3 . La matrice de 
I'endomorphisme/dans cette base n'est autre que 

(0 0 n 

0 0 0 . 

\0 0 0 / 


Exercice 14.7 : Projections et symetries 


1. Soient les vecteurs de M 3 

b { = (1,1,2), b 2 = (—2, — 1,3) et Z? 3 = (0,— 3,— 1). 
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Notons 


E — Vector, £2) et F = Vect(Z?3). 


a. Montrer que la famille B — (b\ ,/?2,^3) est une base de K 3 . Que peut-on dire 
des espaces E et F ? 

b. Soit p la projection sur E parallelement a F. Calculer la matrice M de p dans 
la base B. 

c. Notons £ = (ei,e2,e3) la base canonique de R 3 . Calculer la matrice N de p 
dans la base £. 

d. Calculer la matrice P de passage dc £ a B. Quelle relation existe-t-il entre les 
matrices M, N et P ? 

2 . Soient les vecteurs de R 3 

Cl = (1,-1, -3 ),c 2 = (1,0,3) etc 3 = (2,-1, 1). 


Notons 

G = Vect(ci) et H — Veet(c2,C3). 

a. Montrer que la famille C = (c 1 ,C2,c 3 ) est une base de R 3 . Que peut-on dire des 
espaces G et H ? 

b. Soit s la symetrie par rapport a G parallelement a H. Calculer la matrice S de 
s dans la base C. 

c. Calculer la matrice Q de passage de £ a C et son inverse. 

d. En utilisant la question precedente, calculer la matrice T de s dans la base £. 


Cette exercice a pour seul objet de faire revoir les definitions de base du cours et de 
les appliquer. Nous aurons besoin de savoir montrer qu'une famille est une base, de 
connaitre la definition d’une projection et d’une symetrie, de calculer la matrice 
d’un endomoiphisme dans une base et d’effectuer un changement de base. 

l.a. Pour montrer que la famille B est une base de M 3 , nous allons appliquer la 
methode du pivot de Gau (3 sur la matrice dont les colonnes sont les vecteurs de B. 




Nous allons effectuer des operations sur les lignes de la matrice dont les 
colonnes sont les vecteurs de B. 



L 2 

C 3 « 


-L 2 -L 1 
-L3 — 2 L\ 
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1 -2 0 
0 1 -3 

0 0 20 


On deduit des calculs precedents que la matrice est inversible. Par conse- 
quent, la famille B est une base de M 1 2 3 . 

Puisque les espaces E et F sont obtenus en prenant les espaces vectoriels 
engendres par deux parties complementaires d'une base de M 3 , ils sont 
necessairement supplementaires. 

l.b. Ici, il s’agit simplement d’appliquer les definitions. 




Par definition, on a p\ E = Id et p\ F = 0. Par consequent, on a p(b{) = b\, 
p(b 2 ) = b 2 et p(b 3 ) = 0. On en deduit que la matrice de p dans la base B est 

n o o 

M = I 0 1 0 
\0 0 0 


l.c. Nous devons calculer la matrice de p dans la base £. Pour cela, il nous faut 
ecrire les vecteurs de £ dans la base B. Ces calculs doivent s’effectuer au brouillon : 
pour la redaction finale, seul le resultat importe. 

Calculons l’expression de e\ dans la base B. Nous devons resoudre le systeme 
x — 2 y =1 

x — y — 3z = 0 
2x + 3y — z =0 


Par operations elementaires sur les lignes, on obtient 


(N 

1 

H 


= 1 


y - 

3z 

= -1 

f 

1 

ly - 

z 

- -2 

L 3 ^ — L 3 — 2L 

x — 2 y 


= 1 


y - 

3z 

= -1 



20 z = 5 L 3< L 3 -7L 2 


On en deduit que 


y 


1 

2 

1 

~4 

1 

4 


316 


© Dunod. La photocopie non autorisee est un delit. 


Chapitre 14 • Matrices 


et done que 


On montre de meme que 


1 1 1 

«i = j _ 4^2 + ^ 3 - 


et que 


1 1 7 

ex = b i bx bx 

10 20 ' 20 


3 3 1 

ex = — b H b-> -\ bx,- 

10 20 ' 20 


Ip 


Un calcul nous montre que 


e\ = 


1 1 1 

- b\ - - b 2 + - bx, 


1 1 7 

ex = b i bi bx. 

10 20 20 

3 3 1 

ex = — b |H bx -\ bx 

J 10 20 20 


Puisque nous savons que p{b\) = b\, que p{b 2 ) = ^2 et que p(bx,) = 0, nous pou- 
vons calculer les expressions de p(e\), p(e 2 ) et p(e 3 ) dans la base B. II ne nous res- 
tera plus, ensuite, qu’a revenir aux expressions des vecteurs dans la base £. Puisque 
les vecteurs b\, bx et bx, sont justement definis par leurs coordonnees dans la base 
£, il s’agira d’un simple calcul. 


m 


On en deduit que nous avons 
P(e 1 ) = 


1 1 

- b ,-- 4 b 2 


3 1 

= e\ + - e 2 + - ex, 


11 . 
Piei) = = 

3 3 

pie 3 ) = 77:^1 + — ^2 


10 20 
La matrice de p dans la base £ est done 


N = 


1 7 

— e2 

20 20 

3 21 

= — <?2 + — <?3 


20 


20 


Z 1 

0 

° \ 

3 

1 

3 

4 

_ 20 

20 

1 

7 

21 

M 

_ 20 

20 ' 
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l.d. Dans cette derniere partie, il s’agit, la encore, d’appliquer le cours. La matrice 
de passage de £ a B est, par definition, la matrice dont les colonnes sont les vecteurs 
de B exprimes dans la base £. Rappelons que c’est egalement la matrice de l’appli- 
cation identite de M 2 3 muni de la base B vers M 3 muni de la base £. 

En outre, si P est la matrice de passage de £ a B, M la matrice de p dans B et N la 
matrice de p dans £, nous avons la relation 

M = P~ l NP. 

La matrice de passage de B a £ est 

/ 1 -2 0 
P = I 1 -1 -3 
\2 3 -1 

La formule de changement de base nous montre que Lon a la formule 
M = P~ l NP. 




Pour finir, nous pouvons remarquer que l’on connait la matrice P 1 . En effet, c’est 
la matrice de passage de la base B a la base £, autrement dit, celle dont les colonnes 
sont les vecteurs de £ exprimes dans B. Nous avons effectue ce calcul a la question 
l.c. et avons trouve 


/ 

1 

1 

2\ 


2 

_ 10 

10 


1 

1 

3 


~4 

_ 20 

20 


1 

7 

1 

\ 

4 

_ 20 

20 ^ 


2. Cet exercice est proche du precedent : on nous donne une application lineaire qui 
a une expression tres simple dans une base donnee et on nous demande de trouver 
son expression dans une autre base. Cependant, la methode utilisee est differente. 
Dans l’exercice precedent, nous raisonnions sur les vecteurs de la base. Cette fois- 
ci, nous travaillerons avec la matrice de changement de base. 

2.a. On precede ici comme a la question l.a. 

□ Nous allons effectuer des operations sur les lignes de la matrice dont les 
colonnes sont les vecteurs de C. 
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1 

0 

3 

1 

1 

6 

1 

1 

0 



Lo< — L2 + L\ 
— L 3 + 3Li 


L3 — 6L2 


On deduit des calculs precedents que la matrice est inversible. Par conse- 
quent, la famille C est une base de M 3 . 

Puisque les espaces G et H sont obtenus en prenant les espaces vectoriels 
engendres par deux parties complementaires d'une base de R 3 , ils sont 
necessairement supplementaires. 


2.b. Pour repondre a cette question, il suffit de se rappeler la definition d’une syme- 
trie. 


W\ 


Par definition, on a s\g = Id et s\h = —Id. Par consequent, on a 
s(d) = ci, s(c2) = —C2 et s(c3) = —c 3. On en deduit que la matrice de s 
dans la base C est 





2.c. Dans cette question, il faut se souvenir de la definition d’une matrice de pas- 
sage et du precede pour calculer l’inverse d’une matrice. 


W\ 


La matrice de passage de £ a C est 


Q = 



Calculons son inverse par la methode du pivot de Gau( 3 . 
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On deduit des calculs ci-dessus que I'inverse de la matrice est la matrice 

(3 5 -IX 

Q~ l = I 4 7 -1 

V —3 —6 1 / 


2.d. Cette derniere question repose sur la formule de changement de base. 


Ip 


D'apres la formule de changement de base, la matrice de I'application s dans 
la base £ est 


T = QSQ~\ 


Finalement, nous avons 


T = 


1 1 2 ' 

-1 0 -1 
-3 3 1 

1 -1 — 2 \ 
-10 1 
-3 -3 -1/ 

5 10-2' 

-6 -11 2 
— 18 -30 5 , 


o-°i :\( 
,0 0 - 1 / \ 
/ 3 5-1 

14 7-1 

V —3 -6 1 , 


3 5-1 

4 7-1 

-3-6 1 
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Exercice 14.8 : Suites couplees 


Soient (u„) ne n et (u„)„ 6 n les suites a termes reels definies par 

u 0 — 1 

vo = 2 


et, quel que soit n e N, 


w«+i — 4 u n 2t) f! 
Vn + 1 = Un 4 ” V n 


Quel que soit n e N, on pose 


X„ = 


1. Trouver une matrice A e Mn HR) telle que, quel que soit n e N, on ait 

X)i- i-i = A X n . 

Soit n e N. Exprimer X n en fonction des puissances de A et de Xq. 

2. Notons/ l’endomoiphisme de M 2 dont la matrice dans la base canonique est A. 
Calculer une base des espaces vectoriels Ker(/ — 2Id) et Ker(/ — 3Id). En 
deduire une matrice P e G LiiR) verifiant 


P~ l AP = 


2 0 
0 3 


= D. 


3. Soit n e N. Calculer A” en fonction de D". En deduire l’expression de u n et v n . 

1. La premiere partie de la question est facile. On nous demande simplement de 
reecrire sous forme matricielle le systeme 

Un - )-i — 4 Ufi 2 Vfi 

Vn + 1 = U n + V n 


en faisant intervenir les vecteurs 
X n = 

Posons 


St Xn- 1-1 — 


W/l + 1 
Vn -\- 1 


ip 


A = 


4 -2 

1 1 
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Quel que soit n e N, on a 



= X n+1 . 


En ce qui concerne la seconde partie de la question, commenqons, pour nous faire 
une idee, par resoudre le probleme pour les premieres valeurs de n. Nous allons cal- 
culer X n en ne faisant intervenir que A et Xq. Tout d’abord, on a Xq = Xq. Ensuite, 
le raisonnement precedent nous montre que Ton a X\ = A Xq. Calculons encore 

X 2 = A X\ = A (A X 0 ) = A 2 X 0 


et 


X 3 = AX 2 = A(A 2 Xo) = A 3 X o- 
En continuant ainsi, on montre que, quel que soit n e N, on a 


X n = A" Xq. 


Cela se demontre proprement a l’aide d’une recurrence. 

Montrons par recurrence que, quel que soit n e N, on a 
X n = A n X 0 . 

L'initialisation est evidente : on a 

A°X 0 = h X 0 = X 0 . 

Soit n G N tel que X n = A n Xq. D'apres le raisonnement precedent, on a 
X n +\ — 
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On a 


A — 212- 


Par consequent, (x,y) e Ker (/ — 2Id) si, et seulement si, on a 

2x — 2y = 0 

\ x - y =0 


autrement dit. 


y = 


x. 


On en deduit que 

Ker (/ — 2Id) = {(x,x) \ x e M} 


et que la famille (a = (1,1)) est une base de Ker(/ — 2Id). 
On a 


/ - 3Id = 


1 

1 



Par consequent, {x,y) e Ker(/ — 3Id) si, et seulement si, on a 

x — 2y — 0 
x — 2y — 0 


autrement dit. 


x = 2 y. 


On en deduit que 

Ker (/ - 3Id) = { (2y,y) \ y e M} 

et que la famille (b = (2,1)) est une base de Ker(/ — 3Id). 

Nous devons deduire des resultats precedents une matrice P e GL 2 (M) verifiant 
P~ l A P = D. Nous reconnaissons ici la formule de changement de base. Detaillons 
un peu. Notons ci et ci les colonnes de P et B la base (ci,C 2 ) de M 2 (cette famille 
est une base car la matrice P est inversible). 
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La formule P l AP = D signifie exactement que la matrice de 1’ application /dans 

(2 0 \ 

la base B est D = . Autrement dit, on a 

VO 3) 

f(ci) = 2c\ + 0c 2 = 2c\ 
et 


f(c 2 ) = Oci + 3c 2 = 3c 2 . 


Nous pouvons retraduire ces deux demieres egalite sous la forme 
ci e Ker (/ — 2Id) 
et 

c 2 e Ker (/ — 3Id). 


Nous en deduisons des candidats potentiels pour accomplir le role de c\ et c 2 : ce 
sont respectivement a et b. 


U' 


La famille B — ( a,b ) forme une base de R 2 car les vecteurs a et b ne sont 
pas colineaires. Puisque a e Ker (/ — 2Id) et que b e Ker (/ — 3Id), on a 


f(a ) - 2 a et f(b ) = 3b. 


On en deduit que la matrice de 1'application / dans la base B est 



Soit P e GL 2 (R) la matrice de changement de base de la base canonique 
a B : 



Par la formule du changement de base, on a alors 
P~ l AP = D. 


3. Nous devons exprimer A" en fonction de D n . Commengons par nous faire une 
idee en etudiant le probleme pour les premieres valeurs de n. Pour n — 1, nous 
avons D — P~ l AP. En la multipliant par P a gauche et P 1 a droite, on trouve 

PDP~ l = P P~ l AP P~ l = A. 
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Calculons, a present. A 2 grace a cette formule. On a 

A 2 = (PDP ~ 1 ) 2 = PDP~ 1 PDP ~ 1 = PD 2 P~ l . 



Nous pourrions etre tentes d’ecrire ( PDF 1 ) 2 — P 2 D 2 P 2 , mais cette formule 
est, en general, fausse. Nous devons revenir a la definition de l’elevation au carre : 
pour toute matrice R e M2(K), nous avons R 2 = R.R. Appliquee a 
R — PDP ~ X , cette formule nous donne 


(PDP ~ 1 ) 2 = (PDP~ l )(PDP~ l ) 

= PD(P~ l P)DP~ l 
= PD 2 P~ l . 


De la meme maniere que precedemment, on trouve 

A 3 = A 2 A = PD 2 P~ 1 PDP ~ 1 = PD 3 P~ l . 

En continuant ainsi, on montre que, quel que soit n e N, on a 

A" = PD" P~ x . 

Nous allons rediger ce raisonnement en procedant par recurrence. 

Montrons par recurrence que, quel que soit n e N, la proposition 
H n : « A" = PD" P ^ 1 » est vraie. 


Ip 


• On a 


A 0 = I 2 = PD°P-K 
Par consequent, la proposition H Q est vraie. 

• Soit n e N tel que la proposition H n est vraie. Nous avons 
A" = PD" P~ x . Nous avons montre que D = P~ l AP et done que 
A — PDP~ l . On en deduit que 

A n+\ _ A n A _ p D n p -\ pDp -l _ p pn+l p -\ 


Par consequent, la proposition H n+ \ est vraie. 

• Finalement, quel que soit n e N, on a A" = PD" P~ l . 
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Pour calculer u n et v n , il nous reste simplement, maintenant, a regrouper les resul- 
tats precedents. Nous avons vu que 


= X n = A" X 0 . 


II nous suffit done de calculer A”. Nous venons de montrer que A" = PD" P -1 . II 
nous suffit done de calculer et D n . 

II est facile d’inverser une matrice carree de taille 2. De maniere generate, si 
a b\ 

M = | I , avec ad — be =£ 0, on a 


M -1 = 


1 


ad — be \ —c a 


d -l 


Si Ton ne souhaite pas retenir la formule, on peut appliquer falgorithme habituel 
base sur le pivot de Gau(3. 

Le calcul de D" est tres simple puisque la matrice D est diagonale. Quel que soit 
n e N, on a 


D 


n 


/ 2 " 0 \ 
\0 3") 




D'apres La question 1., quel que soit n e N, on a 


X n = A n X Q 

= PD n P~ l X 0 . 

Or nous avons 



et, quel que soit n e N, 


D 


n 


/ 2 " 0 \ 
\0 3")' 


Tous calculs faits, on trouve que, quel que soit n e N, on a 

u n = 3.2" - 2.3 " 

' v n = 3.2" -3" 


326 


© Dunod. La photocopie non autorisee est un delit. 


Chapitre 14 • Matrices 


Exercice 14.9 : Matrice de Vandermonde 


Soient n e N et ci\,. . . ,a n £ IK. On note 

/ 1 ci\ ... r?" _1 \ 

V (a\,. . . ,a n ) — ( : : : J e M„(K). 

\1 a n ... a" -1 / 

1. Montrer que la matrice V (ct\ ,. . . ,a n ) est inversible si, et seulement si, on a 

Vi ^ j, cij =£■ ctj. 

2. Soient a\ a„ e IK tels que Vi =/ /, o,- ^ a ; . Considerons l’application 

lineaire 

K„_i[X] -> IK" 

P(X) (P(a 1 ),...,P(a„))- 

Calculer la matrice de l’application dans la base B — (1,X,. . . au depart 

et la base canonique C a l’arrivee. En deduire que, quels que soient 
G IK, il existe un unique polynome P e IK„_ i [ V] verifiant 

Vi £ {1,. . . ,n}, P(ai ) = pj . 

Connaissez-vous une autre fa 5 on de demontrer ce resultat ? 


1 . Premiere implication 


Commen 5 ons par une remarque simple. S’il existe deux indices i et j distincts tels 
que cii = ctj, alors les i-eme et j'-cmc lignes de la matrice V(ct\,. . . ,a n ) sont egales 
et cette matrice ne peut pas etre inversible. Cette implication n’est pas, a proprement 
parler, l’une de celles demandees. Cependant, sa contraposee en est une. 




Nous allons montrer que si la matrice V(ai,. . . ,a n ) est inversible, alors on 
a Vi j , a/ =f= cij. Par contraposition, il nous suffit de montrer que s'il 

existe i ^ j tels que a, = cij, alors V(a\ ,a n ) n'est pas inversible. 

Cette derniere proposition est evidente puisque la matrice V {a\,. . . ,a n ) 
possede alors deux lignes identiques. 


Seconde implication 

Nous devons, a present, demontrer l’implication reciproque : si Vi p j, a, p ctj, 
alors la matrice V(a\,. . . ,a„) est inversible. Nous allons chercher a montrer que le 
noyau de l’endomoiphisme canoniquement associe a cette matrice est nul. 
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Demontrons, a present, implication reciproque. Supposons que, quels que 
soient les indices i et j distincts, on a «,■ / aj. Notons / I'endomorphisme 
de K" canoniquement associe a V{a\,.. . ,a n ), c'est-a-dire I'endomorphisme 
de K n dont la matrice dans la base canonique est V(a\,. . . ,a n ). Soit 


X — (xi,. 

■ ■ ,Xn) 

e Ker (/). 

On a alors 




' Xl 

+ 

X2 Cl { 

+ ••• 

+ x n Cl j 

= 0 


. Xl 

+ 

X2 Clfi 

+ ••• 

+ 

a .. 

= 0 


Posons P(X) = x\ + X2 X H +x n X n 1 . Le systeme precedent peut 

s'ecrire sous la forme 

V/ e {1,. . . ,n}, P(cij) = 0. 

Par consequent, le polynome P(X) possede au moins n racines distinctes : 
a\,...,a n . Puisque le polynome P(X) est de degre inferieur ou egal a 
77 — 1, cette condition impose que ce soit le polynome nul. On en deduit que 
xi — ■ ■ ■ = x n — 0 et done que * = 0. 

Nous avons montre que le noyau de I'endomorphisme /est nul. On en deduit 
que / est un isomorphisme et done que sa matrice V{a\,. . . ,a n ) dans la 
base canonique est inversible. 

2. Commengons par calculer la matrice de l’application y? dans les bases demandees. 
Quel que soit i e {0 ,n — 1}, nous avons 

V(X') = . ,a l n ). 

On en deduit que la matrice de ip dans la base B au depart et C a I'arrivee 
est 


10 


( 1 ai 

1 cx n 


V(a i,. . . ,a n ). 


Nous retrouvons la matrice V {a \ , . . . , a n ) que nous avons etudiee a la question pre- 
cedente. Puisque, par hypothese, les nombres a i,. . . ,a„ sont deux a deux distincts, 
nous savons que cette matrice est inversible. II nous reste a interpreter ce resultat de 
la fagon dont Tenoned nous le suggere. 

I Quels que soient i,j e {1,. . . ,n}, avec i / j, nous avons cq / aj. D'apres 
la question precedente, la matrice V(ot\,. . . ,a n ) est done inversible. On en 
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deduit que I'application lineaire tp est un isomorphisme. C'est en particuLier 
une application bijective. Quels que soient (3 X ,. . . ,/3 n eK, il existe done un 
unique polynome P g K„_i[X] verifiant <p(P) = (/9 l5 . . . ,(3 n ), e'est-a-dire 


Le resultat obtenu nous rappelle un resultat du cours sur 1’ interpolation polynomiale 
et, precisement, 1’ interpolation de Lagrange (cf. exercice 15.6). Ce dernier nous 
fournit des formules explicites pour trouver un polynome P(X) verifiant les condi- 
tions requises. 


Nous pouvons demontrer le meme resultat en raisonnant uniquement sur les 
polynomes. 

• Unicite. Demontrons, tout d'abord, I'unicite. Supposons qu'il existe deux 
polynomes P et Q dans K w _i[Z] verifiant 


Le polynome P — Q est done un polynome de degre inferieur ou egal a 
n — 1 qui possede n racines distinctes a\ ,...,a n . C'est necessairement le 
polynome nul. On en deduit que P = Q. 

• Existence. Pour montrer I'existence du polynome demande, nous allons 
utiliser I'interpolation de Lagrange. Soit i g {1,. . . ,n}. On pose 


V/ G {1,. . . ,n}, P(ai) = 


V/ G {1,. . . ,n}, P(cti) = Q(ai ) = 


On a alors 


V/ g ,n], (P ~ Q)(ai) = 0. 



On a alors 



Le polynome 


n 


p(x) = ^AiiWGi f ,- 1 m 


;=i 


verifie alors les conditions requises. 
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Exercice 14.10 : Matrices de permutations (MPSI) 


Soit n e N* . Quel que soit a e S n , on note M a la matrice carree de taille n dont 
la j-eme colonne est le cr(;)-eme vecteur de la base canonique. 

1. Soit <76 S n . Notons M a = e M„(R). Donner l’expression de 

rrijj, pour i,j e {1,. . . ,n}. 

2. Soient cr,r e S„. Montrer que l’on a l’egalite 

M a oT = M a M T . 

En deduire que la matrice M a est inversible et calculer son inverse. 

3. Soit (76 S n . Montrer que la matrice M a est orthogonale. 

4. Soit ire S n . Montrer que la trace de la matrice M a est egale au nombre de 
points fixes de la permutation a. 

Soient e S n . Montrer que les permutations rr | o 02 et ao o ui ont le meme 
nombre de points fixes. 

5. Soit <7 6 S n . Montrer que le determinant de la matrice M a est egal a la signa- 
ture de la permutation a. 


1. Cette premiere question est elementaire. Elle a pour but de nous faire manipuler 
les objets introduits afm de mieux les comprendre. II est neanmoins essentiel d’en 
rediger correctement la reponse. 



2. Cette deuxieme question consiste en une verification. Puisque nous connaissons 
l’expression explicite des coefficients des matrices M a et M T , nous allons pouvoir 
calculer les coefficients du produit de ces deux matrices par la formule habituelle. 
Rappelons-la. Si A — (ai.j)\<^j <n et B = (/?,.y ) i <(,/-/; sont deux matrices et que 
l’on note AB = (c;j)i<i,y<n leur produit, on a 

n 

VC; e {1,. . . ,n], Cij = y~]a Lk b k j. 

k = l 
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')/'/ NotOnS M a — (^i _ j ) 1 -:'i,j<nr M-i ( bj j) ] <j .j < : n r M a M n 

I Moot = Soient i ,j e{ 1 . Par definition du produit 

matriciel, on a 

n 

Ci,j = 0-i,k^k,j 

k= 1 

= a i,r(j)- 

En effet, d'apres le resultat de la question precedente utilise pour la matrice 
M t , on a b T (j)j = 1 et, quel que soit k =f r(j), bkj = 0. En utilisant ce 
resultat pour la matrice M a , on obtient 

c _ 0 si i 4 cr(rO')) ; 

C, ' J 1 1 si i — rr(rO')). 

Nous retrouvons I'expression du coefficient dij. On en deduit que 
M a M T = M aor . 

Nous devons, a present, montrer que la matrice M a est inversible et calculer son 
inverse. Nous cherchons done une matrice N qui verifie 

M a N = l n . 

Le resultat precedent nous suggere de chercher cette matrice N sous la forme M T , 
avec re S n . Nous devons alors trouver r tel que l’on ait 

M a M r = M aoT — I n . 

II est clair que nous avons Mu = I„. Par consequent, nous obtiendrons le resultat 
voulu si cro t= Id. II suffit done de choisir t— ct - 1 . II n’est pas necessaire d’in- 
clure ce raisonnement dans la redaction finale. Une verification suffit. 




D'apres la formule precedente, on a 

M a M a - 1 = M aoa - 1 

= M U 
= In- 

On en deduit que la matrice M a est inversible et que I'on a 

( M a y x = M a -i. 
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3. Par definition de l’orthogonalite d’une matrice, nous devons montrer que 

' M a = 


II est done naturel de commence!' par calculer la matrice t M a . 


Ip 


Commenqons par calculer la transposee de la matrice M a . Notons 
M a — et ' M a = (riij D'apres la question 1., quels 

que soient i,j e ,«}, on a 


0 si j 4 a (/) 

1 si j = ct(0 

0 si i 4 

1 si i = a~ l (j) ' 


On en deduit que 

’M a = M a - 1 = (M a y\ 


d'apres la question precedente. 

On en deduit que la matrice M a est orthogonale. 


4 . Puisque nous connaissons I’expression des coefficients de la matrice 
M a = il ne sera pas difficile de calculer sa trace. Par definition, elle 

vaut 


n 

tr (M a ) = 

i = 1 

II nous restera ensuite a identifier l’expression obtenue avec le nombre de points 
fixes de a. 


IP 


Notons M a = (m ; ',;)i^,;^«. Par definition, on a 

n 

tr (M a ) = Ym u . 

i = 1 


D'apres la question 1., quel que soit i e {!,. . . ,n}, on a 


nijj = 
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Par consequent, on a 

tr(M a ) = Card{/ e {1 n} \ i = cr(/)}. 

Cette derniere expression est le nombre de points fixes de la permutation a. 

Le resultat que l’on nous demande ensuite de demontrer est une application directe 
du precedent et decoule simplement des proprietes de la trace. 

D'apres les proprietes de la trace, nous avons 

tr (M fflQ(T2 ) = tr 

= tr(M a2 M ai ) 

= ti(M a20(Tl ). 

D'apres le resultat precedent, on en deduit que les permutations o\ o <72 et 
(72 o tr i ont le meme nombre de points fixes. 


le 



Ce resultat ne dit rien sur les points fixes eux-memes. II est possible que les points 
fixes des permutations <j\ o ai et cr2 o a \ soient differents. Considerons, par 
exemple, les permutations <j\ = (1 2) et U2 = (1 2 3) dans .S3 . Nous avons 


et o ct 2 — (2 3), 


dont l’unique point fixe est 1, et 

0-2 o (71 = (1 3), 
dont l’unique point fixe est 2. 


5. Cette question est plus difficile que les precedentes. Cela tient au fait qu’il n’est 
pas simple d’obtenir la signature d’une permutation. Rappelons-en une definition. 
Si cr e S n possede une ecriture sous la forme 

a = r\ o ■ ■ ■ o T p , 

ou p e N et t\,. . . ,t p sont des transpositions, alors la signature de la permutation 
a vaut 


£■(<7) = (-l) p . 

Cette quantite ne depend pas de 1’ ecriture de a coimne produit de transpositions. 
Au vu de cette definition, une methode s’ impose naturellement. On commence par 
ecrire a comme produit de transpositions : a = n o ■ ■ ■ o r p . Nous voulons ensuite 
calculer la quantite det(M CT ). Mais nous savons que 
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det (Mo) = det (M no ... OTp ) 

= det(M ri • • • M Tp ), 

d’apres la question 2.. Nous obtenons fmalement 


det(M ff ) = det (M n ) ■ • • det (M Tp ). 


II nous suffit done de calculer det (M Ti ), pour i e {1,. . . ,n\. Puisque les matrices 
M Tj sont simples, cela ne devrait pas etre difficile. 

Nous savons que la permutation a peut s'ecrire comme produit de transpo- 
i> sitions. II existe un entier p e N et des transpositions verifiant 

a — n o • • • o Tp . 

Dans ce cas, la signature de la permutation a est 

£(*) = (- l) p - 

Calculons tout d'abord le determinant d'une transposition re S n . Supposons 
que ce soit la transposition (i ,j), avec ij e {1,. . . ,n} et i < j. La matrice 
M T est alors obtenue a partir de la matrice identite en echangeant les 
colonnes i et j. Nous savons qu'en echangeant deux colonnes dans un deter- 
minant, on multiplie celui-ci par —1. On en deduit que 

det(M r ) - — det(I„) = —1. 

Calculons, a present, le determinant de M a . D'apres la question 2., on a 
Mr, = M T] ■ ■ ■ M Tp . 

Par consequent, nous avons 

det(M ff ) = det ( M n ■ ■ ■ M Tp ) 

= det (M ri ) • • • det (M Tp ) 

= (-i y 

= e(cr). 



II existe une autre fagon de demontrer le resultat en revenant a la definition du 
determinant. Le determinant de la matrice A = est 

/ « 

det(A) = ^2 

aeS„ ^ (=1 
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En appliquant cette formule a la matrice M a , nous devrions retrouver encore le 
resultat attendu. Nous proposons egalement une redaction de l’exercice par cette 
methode. 


Notons M a = Par definition, on a 

/ ” 

det (M a ) = Y2 ( £ ( T ) n miT(i > 

reS„ x !=1 

Presque tous les coefficients de la somme sont nuls. Soit re S n . Pour que 
le terme nLi m irfi ) ne S0lt P as nu ^ ^ f aut que, quel que S0lt 
i e {1,. . . ,n], le coefficient m^i) ne soit pas nul. D'apres la question 1., 
on en deduit qu'il faut que, quel que soit i e {1,. . . ,n }, on ait i = cr(r(/)), 

autrement dit, <j _1 (0 = r(i) et done rr” 1 = r. Par consequent, la somme 
donnant le determinant ne comporte qu'un seul terme non nul : 

n 

det(M ff ) = e(cr _1 ) 

i = 1 

= e(o- -1 )- 

En effet, quel que soit t e{l,,,.,n}, on a m i(T -i^ = 1, puisque 
i = cr(cr _1 (0)- Or nous savons que e(cr _1 ) = e(a). On en deduit que 

det (M a ) = e(a). 



S’il n’est pas connu, le resultat eia 1 ) = s(a) peut se redemontrer facilement. En 
effet, si a s’ecrit comme produit de transpositions sous la forme 


a — t\ o ■ ■ ■ o T p , 


alors a 1 s’ecrit 


a 1 = Tp 1 O • • • O Tj 1 = Tp O • • • O T] . 

Le nombre de transposistions intervenant dans a et cr -1 est le meme et nous avons 
done 


£(a = e(a) = ( -l) p . 
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Exercice 14.11 : Formes lineaires sur les espaces de matrices 


Soit n e N*. A toute matrice A de M n (M), on associe une forme lineaire sur 
M„(M) par 

M„(R) -> R 
IPA ' M i-> tr(AM) ' 

Pour i,j e on note Ejj la matrice carree de taille n dont le coefficient 

place a l’intersection de la /-erne ligne et de la j'-cmc colonne vaut 1 et les 
autres 0. Nous noterons = ip Ej . 

1. Montrer que la famille est libre. 

2. Montrer que toute forme lineaire sur M„(R) est de la forme ip A , avec 
A e M„ (R) . 


1. Pour montrer qu’une famille est libre, on precede toujours de la meme maniere : 
on considere une combinaison lineaire nulle et on montre qu’elle est triviale. Soit 

(A i,j)ui,j^ n e M" 2 verifiant 


H X U<Pi,j= °- 


Pour obtenir des informations sur les A jj, nous allons appliquer la relation prece- 
dente cntrc formes lineaires a certains vecteurs. II est naturel de 1’ appliquer, tout 
d’abord, aux vecteurs de la forme E^j. 

Soit e M ,r verifiant 

E A '- / ri. j ~ <>• 

b^i,j^n 




Remarquons que, quel que soient i,j,k,l e {1,. . . ,n}, on a 

Etj Ek,i = 


0 si j =fi k\ 
E, i si j = k. 


Par consequent, quel que soient i,j,k,l e {1 ,«}, on a 

0 si j =f: k ; 

<Pij(E kt i) = 0 si j - k et i 4 l ; 

1 si j = k et i — l. 
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Soient k,l e {1 ,«}. On a 

T. \,j Pi ,j(Ek,l) = \,k = 0. 

1 ^i,j^n 

On en deduit que la famille est Libre. 

2. D’apres la question precedente, la famille est une famille libre de 

(M„(R))*. En fait, nous avons meme mieux. En effet, cette famille possede n 2 vec- 
teurs et on a 

dim ((M„(R))*) = dim (M„(R)) = n 2 . 

Par consequent, la famille (Pij)i^ij^n est une base de (M„(R))*. Cette remarque 
nous permet d’ecrire toute forme lineaire sur M n { R) comme combinaison lineaire 
des tpij. Cela devrait nous suffire pour conclure. 

Nous avons 

dim ((M„( R))*) = dim (M„(R)) = n 2 . 

Par consequent, la famille (Pij)i^ij^n est une base de (M„(R))*, car elle 
est libre et possede n 2 vecteurs. 

Soit ip une forme lineaire sur M„(R). Nous savons qu'il existe 

(Pi,j)i<i,jnn e R"' verifiant 

p= Y 

Or, par linearite de la trace, quels que soient A, B e M„(R) et a e R, on a 

j Pa + Pb = Pa+b 
I up A = <p aA 

On en deduit que p — <p R , ou R = Y1 Pi. j Ei.j- 


w 
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15 


Dans ce chapitre, IK designera R ou C. 


Exercice 15.1 : Polynomes de Chebyshev 


On definit une suite de polynomes par Tq — 1, T\=X et, pour n e N, 
T n + 2 = 2XT„ + i — T n . 

1. Determiner le degre et le coefficient dominant de T n . 

2. Soit n e N. Montrer que T n est 1’ unique polynome verifiant : 

V# e R,r„(cos(0)) = cos^^). 

3. Determiner les racines de T n . 

4 . Determiner des relations analogues a celle de la deuxieme question pour T' n et 
T”. En deduire une equation differentielle lineaire du second ordre verifiee 
par T n . 

5. Determiner les racines de et sa factorisation dans R[X] . En deduire, de deux 
manieres differentes, la valeur de T'( 0). 

Bien que cela ne soit pas demande ici il est souvent utile, quand une suite est defi- 
nie par recurrence, de calculer ses premiers termes. Ceci permet parfois de deviner 
les resultats aux questions mais aussi de verifier sur des exemples simples les cal- 
culs generaux ulterieurs. 

Nous allons done calculer les premiers polynomes T„ a f aide de la relation de recur- 
rence mais egalement T’ n et T” vu qu’ils interviennent dans les deux dernieres ques- 
tions. 
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n 

T n 

T 

x n 

r T 1 ff 
1 n 

0 

1 

0 

0 

1 

X 

1 

0 

2 

2X 2 - 1 

4X 

4 

3 

4X 3 - 3X 

12X 2 - 3 

24X 

4 

8X 4 - 8X 2 + 1 

32X 3 - 16X 

96X 2 - 16 


A la vue de ces premiers exemples on voit qu’il est raisonnable de penser que T n est 
de degre n. De plus, il semblerait que, si n 0, le coefficient dominant de T n est 
2 n_1 . 

Pour repondre a la premiere question il n’y a plus qu’a poser ces proprietes dans une 
hypothese de recurrence. 

1. On peut proposer deux redactions pour la recurrence : 

- la premiere est de poser H n : « T n est de degre n », d’initialiser en demontrant Ho et 
H\ et de demontrer l’heredite en etablissant l’implication ( H n et H n+ j) =>■ H n+ 2 ; 

- la seconde est de poser H n : « pour k ^ n, 7) ( est de degre k ». On initialise pour 
n — 1 et l’heredite consiste simplement a montrer que H n implique H n+ \. 

Nous allons ici utiliser la premiere redaction. 

Pour n e N posons H n : « T n est de degre n ». 

• Hq et H 1 sont clairement vraies car T 0 = 1 et T\ = X. 

• Soit n e N tel que H n et H n+ \ soient vraies. 

On a T n+2 = 2XT ll+l - T n . D'apres I'hypothese de recurrence on a 
deg(r„) = n et deg(2Ar„ + i) = 1 + deg(r„+i) = n + 2. 

Comme deg(2Zr„ + i) et deg(r„) sont distincts le degre de leur difference 
est le maximum de ces degres, Le. n + 2. Ainsi, deg(r„ + 2) = n + 2 done 
H n+ 2 est vraie. 

• En conclusion, H„ est vraie pour tout n e N, i.e. : 

V/i e N,deg(r„) = n. 

Il faut etre prudent avec les degres de sommes. En general, on a seulement l’in- 
egalite deg (P + Q) max(deg( P).dcg(Q)) (l inegalite etant due au fait que les 

— ' coefficients dominants peuvent se simplifier). Lorsque deg( P) A deg(<2), on a 
1’ egalite deg(P + Q) — max(deg(P),deg(g)) . 

Il faut toujours verifier cette condition pour calculer exactement le degre d’une 
somme. 
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Pour le coefficient dominant nous pouvons nous contenter d’une recurrence simple 
vu que l’on connait le degre de chacun des polynomes intervenant dans la relation 
de recurrence : il n’y a done qu’a considerer directement les termes de plus hauts 
degres. 

YM Pour 11 G N posons K n : « le coefficient dominant de T n+l est 2" ». 

—I • Ko est clairement vraie car T\ = X. 

• Soit n e N* tel que K n soit vraie. 

On a T n . |_2 = 2XT n+ i — T„. Comme T n+ 2 est de degre n + 2 son coefficient 
dominant est le coefficient de X" +2 dans T n+ 2 = 2XT n+ \ — T n . 

Le degre de T n etant n, le coefficient de X n+ 2 dans T n est 0. 

Le degre de T n+ 1 etant n + 1, le coefficient de X n+2 dans 2XT n+ \ est le 
double de celui de X n+l dans T n+] , i.e. le double du coefficient dominant 
de T n+ 1 qui est, par hypothese, 2". 

Ainsi, le coefficient dominant de T n+ 2 est 2” +1 done K n+ 1 est vraie. 

• En conclusion, K n est vraie pour tout n e N, i.e. : 

V/j e N, le coefficient dominant de T n+ \ est 2". 

2. Cette question est double : il faut montrer que T n possede la propriete annoncee 
mais egalement que e’est le seul polynome la verifiant. Il est beaucoup plus simple 
et clair de separer ces deux questions. 


Verification de la propriete 

Pour etablir que T n verifie la relation donnee nous allons, sans surprise, raisonner 
par recurrence sur N. 

Il reste a poser correctement l’hypothese de recurrence. On veut montrer que, n 
etant donne, une certaine relation est vraie pour tout reel 6 ; la quantification 
« V0 e R » apparaitra done dans l’hypothese de recurrence. 


\0 


Pour n e N posons H n : « pour tout reel 6, T n (cos(0)) = cos (n0) ». 

• Ho et H 1 sont clairement vraies : 7o(cos(0)) = 1 et 7i(cos(<9)) = cos ( 6 ) 
pour tout reel 6 . 

• Soit n e N tel que H„ et H n+ \ soient vraies. Soit un reel 9. Alors : 


cos ((n + 2)9) = cos((/7 + 1)9 + 9) 

= cos((/7 + 1)0) cos(0) — sin((/7 + 1)0) sin(0) 


et, d'autre part, 


341 


Partie 3 • Algebre 


cos ( 72 $) = cos ((72 + 1 )0 — 0) 

= cos((72 + 1)0) cos(0) + sin((72 + 1)0) sin(0) 

d'ou 

cos ((72 + 2)0) + cos (72 0) = 2cOS(( 72 + 1)0) cos(0) 
L'hypothese de recurrence donne alors : 

cos ((?2 + 2)0) + 7),(cos(0)) = 2r„ + i(cos(0)) cos(0) 

ou encore : 

cos ( (72 + 2)0) = 2cos(0)r, !+ i(cos(0)) — r„(cos(0)) 

= 7], +2 (cos(0)) 

ce qui demontre H n+ 2 . 

• En conclusion, H n est vraie pour tout entier naturel n, soit : 
V72 e N ,V0 e R,r n (cos(0)) = cos(t20). 


Unicite du polynome 

Soit P un polynome verifiant, pour tout 0el, P(cos(0)) = cos(nd). 
On a done : 

V0 e R,P(cos(0)) = r„(cos(0)) 
ou encore, vu que cos(0) parcourt [—1,1] quand 0 parcourt R : 

Vx e [-1,1], P(x) = T n (x). 


Ainsi, P — T n possede une infinite de racines (au moins tous les elements de 
[—1,1]) ; ce polynome est done nul, d’ou P — T n . 


3. On voit que, si 0 est un reel tel que cos(t20) = 0, cos(0) est une racine de T n . 
Cependant, ces racines sont toutes de valeurs absolues inferieures ou egales a 1 ; rien 
n’interdit, a priori, qu’il y en ait d’autres. Nous allons done compter ces racines ; 
s’il y en a 72 distinctes nous pourrons alors affirmer que ce sont les seules. 

Fixons done n e N* . 


7T (2k + 1 ) 7T 

Si cos (72 0) = 0, il existe un entier relatif k tel que 11 O = — \- krx, soit 0 = 

2 In 


et enfm cos(0) = cos 


(2k + 1)7T 
2n 


Cependant, differentes valeurs de k peuvent 


donner la meme valeur de ce cosinus. 
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Plus precisement, on voit qu’en remplaqant k par k + 2 n le cosinus prend la meme 
valeur. Ceci permet done deja de se restreindre a k e {0,. . . ,2 n — 1}. 

De meme, en chageant k en 2/7 — k — 1 , le cosinus ne change pas (formule de tri- 
gonometric usuelle). On peut done meme se restreindre a k e {0,. . . ,n — 1} . 

Pour de telles valeurs de k, les valeurs du cosinus sont bien distinctes: en effet, en 
(2k + l)vr 

notant = on a: 

2 n 


(2 n — 1)7 r 

0 < flo < ’ ’ ’ < An- 1 = < 7T 

2 n 


d’ou, la fonction cosinus etant strictement decroissante sur [0,7r] : 
cos(fl„_i) < ■ ■ ■ < cos (a/.) < ■ • • < cos(ao)- 
\2k + l)v r N 


Ainsi, les reels cos 


2n 


, avec k = 0, . . . ,n — 1 , sont tous des racines de T n 


et sont deux a deux distincts, ce qui fournit n racines distinctes de T n . 

Comme T„ est de degre n, ce sont ses seules racines et elles sont toutes simples. 

4 . La relation de la deuxieme question etant vraie pour tout reel 6 nous pouvons la 
deriver ; cependant, il faut faire attention au fait que le membre de gauche est une 
fonction composee. 


Fixons n e N. 

On a, pour tout reel 9 : 


U' 


r„(cos(6>)) = cos (n6). 

En derivant cette relation par rapport a 9 il vient : 

V0 G R, sin(9)T / '(cos(9)) = n sin(/7 0) 
puis en derivant une seconde fois : 

V6 1 e R,— sin 2 (0)r"(cos(0)) + cos(9)T'(cos(9)) = n 2 cos(n8). 


Notons que le second membre de cette derniere relation n’est autre que 
77 2 r„(cos(#)) et que sin 2 ((9) = 1 — cos 2 ( 9) . On peut done ecrire cette relation en 
fonction de T n , T' r T” et cos (9). 
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Cette derniere relation peut egalement s'ecrire : 

V6» e R, 

(1 - cos 2 (0))r"(cos(0)) - cos (0)7;' (cos (0)) + n 2 r„(cos(0)) = 0. 


Or, quand 6 parcourt R, cos (0) parcourt [—1,1], d'ou : 

Vx e [-1,1], (1 -x 2 )r"(x) -xTfe) + n 2 T n (x) = 0. 


Ainsi, le polynome (1 — X 2 )T"(X) — XT^(X) + n 2 T„{X) possede une 
infinite de racines ; il est done nul, soit : 

Vx e R,(l — x 2 )r"(x) - xT' n (x) + n 2 T n (x) = 0. 



Ne pas conclure trop rapidement : la relation en eos(0) obtenue ne permet d’en 
deduire qu’une equation differentielle verifiee sur [— 1, 1], il faut un argument sup- 
plementaire (un polynome qui a une infinite de racines est nul) pour conclure. 


5. Cette question est semblable a la troisieme : la formule reliant T' n et les fonctions 
trigonometriques obtenue a la question precedente permet de determiner facilement 
des racines de T' n ; il restera alors a verifier qu’il n’y en a pas d’autres. 


m 


Nous avons vu que : 

V0 e R, sin(0)r,'(cos(6 1 )) = n sin(7?0). 

En particulier, pour 6 = — avec k e Z il vient : 

72 

sin(A7r/72)r,'(cos(A7r/72)) = 0 


car sin(&7r) = 0. 

Pour 1 < k < 72 — 1 posons xu = cos(kir/n). On a alors sin(A:7r//2) ^ 0 
d'ou : 

T'(xk) = 0 . 

Enfin, la fonction cosinus etant strictement decroissante sur [0,7r] on a : 

xi > • • • > x„_i 


ce qui montre que les reels xu, k allant de 1 a 72 — 1, sont deux a deux dis- 
tincts. 
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Ainsi, nous avons determine n — 1 racines distinctes de T' n . Or 7^ est de 
degre n — 1, ce qui montre qu'il n'a pas d'autre racine et qu'elles sont toutes 
simples. 

Comme son coefficient dominant est n2 n ~ 1 on a done : 
r„' = „ 2 -n( x -c°s(f)). 

II nous reste a calculer T'( 0). Nous pouvons le faire de deux manieres differentes, 
soit en utilisant la factorisation, soit en utilisant l’expression de 7^(cos(0)). 

Nous avons vu que : 

W8 e K, sin(0)r ; '(cos(0)) = n sin(/7$). 

En ecrivant cette egalite pour 6 = 7t/2, on obtient 
7» — n sin^;i 0. 


Ip 


Distinguons deux cas. 

• Si n est pair, nous avons mr/2 = 0mod7r et done 

K( o) = o. 

• Si n est impair, nous pouvons I'ecrire sous la forme n = 2p + 1, avec 
p e N. Nous avons alors 

T { p+ 1 (0) = (2p + 1) sin + pir^J 

= (2/7 sing) 

= (2/7 + 1)(— l) p . 

Nous pouvons egalement calculer T t [( 0) en utilisant la factorisation du poly- 
nome trouvee precedemment. Nous obtenons 

r ”(°, = " 2 ”"B(- cos (v)) 
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Il est bon de verifier que cette derniere expression redonne bien 7^(0) = 0, 
^ lorsque n est pair. C’est bien le cas, puisque le terme d’indice k = n/2 du produit 

w vaut 

/« \ 
— 7 r 


cos 

2 

- cos ' ) =0. 


l 11 ) 



Exercice 15.2 : Polyndmes de Legendre 


Pour n e N et x e M on pose : 

1. Determiner le degre et le coefficient dominant de L n . 

2. Calculer L„( 1) et L„(— 1). 

3. Calculer de deux manieres differentes L n (0) . 


1. Comme precedemment, il est utile de calculer les premiers termes de la suite de 
polynomes consideree. Nous avons 


• L 0 (x ) = 1 ; 


• L\(x) 

• L 2 (x) 

• L 3 (x) 



1 

2 ’ 



Sur ces exemples, il semble que, quel que soit n e N, le polynome L n (x) est de 
degre n. Cela decoule d’ailleurs facilement des proprietes de la derivation. 




Soit n e N. (x 2 — 1)" est de degre 2n done sa derivee n-ieme est de degre 
2/7 — n = n . Ain si : 

Vu e N, deg(L„) = n. 


Le coefficient dominant de L n est le coefficient de son terme de degre n qu’on peut 
determiner a partir du coefficient dominant de (x 2 — 1)”. 


W\ 


Soit n e N. 

Le terme de plus haut degre de (x 2 — 1)" est x 2 

(2 n)\ (2/i) ! 

x d'ou le coefficient dominant de L n : - 

nl 2 n (n\) 2 


Sa derivee n-ieme est 

2 n\ 


o 

2 " 
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2. Nous ne connaissons aucune formule pour calculer directement les derivees du 
polynome (x 2 — 1)”. Cependant, nous pouvons calculer les derivees des polynomes 
(x — 1)” et (x + 1)". Pour k ^ n e N, nous avons 


d* 

dx k 


((* - 


D") 


n\ 

{n —k)\ 


{x - 1 )"-* 


et 


d k 

d x* 


{(x + 1 r) 


n\ 

(n-k)\ 


(jc + l) n ~ k 


Pour calculer les derivees du polynome (x 2 — 1)”, il ne nous reste plus qu’a appli- 
quer la formule de Leibniz. 




D'apres la formule de Leibniz : 


d" 

dx 1 




d ^:' 1 


= E 


. . . (x - \) n ~ K — 

~^\kj (n — k)\ k\ 

(x-\) n ~ k (x + \) k 


{(X + 1 )») 
(X + \) k 


Tous les termes de la somme sont nuls en 1 sauf celui d'indice k — n qui 
vaut n\ 2" ; on a done L n { 1) = 1. 

De meme, le seul terme non nul en — 1 de la somme est celui d'indice k = 0 
qui vaut n\{— 2) n ; on a done L n (— 1) = (—1)". 


3. La premiere faqon de calculer L„( 0) qui nous vient a l’esprit consiste a utiliser 
la meme methode que precedemment. 




Pour ^ = 0 la formule precedente donne 


Ln( 0) 


1 

2» 



2 


Cette formule ne semble pas aisee a simplifier. Nous allons done tacher de trouver 
une autre expression de L„(0). A cet effet, remarquons que L n ( 0) est le terme 
constant de L„. Puisque L n est une derivee n-ieme, le terme L n (0) provient done de 
la derivation du terme de degre n de (x 2 — 1)". 
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Le polynome (x 2 — 1)" est un polynome de degre 2n. II existe done 
a o,. . . ,ci 2 n e M tels que l'on ait 

2 n 

(x 2 — 1 )" = Ya k x k . 

k=0 


On en deduit que 
d" 
dx' 


t, 1 ( n + &) ! k 

{(x l - 1 ) ) = ) j — — a n+k x k 


k\ 


En x = 0, seul le terme d'indice k = 0 de la somme n'est pas nul (il vaut 
n\a„). Finalement, nous avons 


L n (0) = 

ri\ ; 2 VI 


Distinguons, a present, deux cas. 

• Si n est impair, le terme de degre n de (x 2 — 1)" est nul et, ainsi, 
L n (0) = 0 . 


• Si n est pair, le coefficient du terme de degre n de 

(x 2 

Jt=0 


est 


On en deduit que 


dn 



(-i)” /2 . 


( " ) 

— r— n”/ 2 .— Zr_ 


Ln( 0) = (-1) 


Exercice 15.3 : Relations coefficients-racines 


Les deux questions sont independantes. 

1. Montrer que les racines complexes de X 3 — X + 1 sont simples. On les note 
a, b etc. 

Calculer a + b + c, a 2 + b 2 +c 2 , a 2 + b 3 + c 3 , a 1 + b 1 + c 7 et 

a~ l + b~ x + c~ 1 . 

2 . Resoudre le systeme suivant, d’inconnue (x,y,z) G (C*) 3 : 

1 x + y + z = 11 

| x 2 + y 2 + z 2 = 49 

lx" 1 + y~ l + z~ l = 1 
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1. II y a deux manieres de voir la notion de multiplicite d’une racine ; nous les rap- 
pelons brievement. 

Si a est une racine de P, son ordre de multiplicite est le plus grand entier naturel 
non nul r tel que (X — a) r divise P{X) (ainsi, (X — a) r+l ne divise pas P(X)). Si 
r = 1 la racine est dite simple, si r ^ 2 la racine est dite multiple. 

Les proprietes suivantes sont equivalentes (caracterisation differentielle de la mul- 
tiplicite) : 

i) a est racine de P d’ordre de multiplicite r ; 

ii) P^ k \a) = 0 pour k = 0,. . . ,r — 1 et P (r \a ) 0. 


En particulier, a est une racine multiple de P si, et seulement si, P(a) = P' (a) = 0. 
D’une maniere generale, la definition de la multiplicite n’est utilisable que si l’on 
connait explicitement la racine : il n’y a alors qu’a factoriser X — a autant que pos- 
sible en effectuant des divisions euclidiennes successives. 

La caracterisation differentielle permet d’etudier la multiplicite des racines de P sans 
avoir a connaitre explicitement ces racines. C’est done celle-la que nous utiliserons ici. 


Soit P = X 3 - X + 1 . 

Si un nombre complexe z est racine multiple de P alors P(z) = P'(z) = 0, 
soit z 3 — z + 1 = 0 et 3z 2 — 1=0. 

En multipliant cette derniere relation par z on obtient 3z 3 = z : or la pre- 
miere donne z 3 = z — 1, on en deduit done z = 3/2. Enfin, en remplagant 
dans 3z 2 = 1 il vient 4 = 27, ce qui est absurde. 

Ainsi, les racines complexes de P sont simples. 

On note a,b,c les racines du polynome X 3 — X + 1 . Cela impose au polynome de 
se factoriser sous la forme 


^ X 3 -X+l = (X-a)(X-b)(X-c). 

'd 

§ En developpant et identifiant les coefficients, nous obtenons des equations verifiees 
% par les racines. 

Puisque a, b etc sont les racines du polynome X 3 — X + 1, nous avons 
X 3 - X + 1 = (X - a){X - b)(X - c ). 

| En developpant et identifiant les coefficients, il vient 

O 

,3 ia+b + c=0 

■g < ab + be + ca = — 1 

^ [ abc — —1 

© 
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Ces premieres relations vont nous permettre d’en obtenir d’autres en les manipu- 
lant. Pour calculer la somme des carres des racines, nous allons elever la premiere 
relation au carre. 

En elevant au carre la premiere relation il vient 

0 — a 2 + b 2 + c 2 + lab + Ibc + lea , 


w 


d'ou 


a 1 + b 2 + c 1 = 1. 

Remarquons que nous connaissons egalement d’autres relations du fait que les 
nombres complexes a, b et c sont racines du polynome X 3 — X + 1 . 



Pour calculer la somme des puissances septiemes, il va falloir faire preuve d’un peu 
plus de reflexion. Il s’agit neanmoins d’un precede classique. Commenqons par 
effectuer la division euclidienne du polynome X 7 par le polynome X 3 — X + 1 . 
Nous obtenons 

x 7 = (X 3 - X + 1)(X 4 + X 2 - X + 1) - IX 2 + IX - 1. 


En specialisant en a, b ct c il vient que seule la partie correspondant au reste peut 
donner une contribution non nulle. La somme des puissances septiemes des racines 
s’ exprime done en fonction des sommes des puissances inferieures a deux des 
racines. Bien entendu, nous pourrions mettre en oeuvre le meme raisonnement pour 
tout polynome et pas seulement pour X 7 . 


U' 


Effectuons la division euclidienne du polynome X 7 par le polynome 
X 3 - X + 1 : 


X 7 = (X 3 - X+ 1)(X 4 + X 2 - X+ 1) -2X 2 + 2X - 1. 
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En specialisant en a, b et c, nous obtenons 

' a 1 = —2a 2 + 2fl — l 

■ b 1 = -2b 2 + 2b-l 
. c 1 = —2c 2 + 2c — 1 

puis, en additionnant : 

a 1 + b 1 + c 1 = —2(a 2 + b 2 + c 2 ) + 2 (a + b + c) — 3 
= -7. 

Pour calculer la demiere expression demandee, il suffit de reduire au meme deno- 
minateur. 


w 


Finalement, nous avons 


1 1 1 be + ca + ab 

a b c abc 



2. Nous allons, ici, suivre le cheminement inverse de celui de la question prece- 
dente. Les nombres complexes x, y et z sont racines d’un polynome de degre 3. Si 
nous parvenons a le determiner explicitement, nous pourrons alors obtenir x, y et z 
comme ses racines. Nous allons done chercher a exprimer les coefficients de ce 
polynome, qui sont des fonctions symetriques des racines x,y,z, en fonction des 
fonctions symetriques x + y + z, x 2 + y 2 + z 2 et x -1 + y _1 + z -1 , dont nous 
connaissons les valeurs. 




Procedons par analyse et synthese. Soit (x,y,z) e (C*) 3 une solution du 
systeme. Considerons le polynome 

(X-x)(X-y)(Z-z) 

= X 3 — (x + y + z)X 2 + (xy + yz + zx)X - xyz 


et cherchons a calculer ses coefficients. Par hypothese, nous avons 
x + y + z = 11. 


Nous avons egalement 


xy + yz + zx 


^ ((x + y + zf - (x 2 + y 2 + z 1 )) 

|(11 2 - 49) 

36 
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Finalement, nous avons 

1 1 1 

1 — — I 1 — 

x y z 

yz + zx + xy 

xyz 

36 

xyz' 

On en deduit que 

xyz = 36. 

Par consequent, nous avons 

(X - x)(X - y)(X - z) = X 3 - 1 IX 2 + 36X - 36. 

Calculons les racines de ce polynome. Le nombre reel 2 est racine evidente. 
En effectuant une division euclidienne, il vient 

X 3 - 11X 2 + 36X - 36 = (X - 2)(X 2 - 9X + 18). 


Or 


X 2 - 9X + 18 = (X - 3)(X - 6), 

done les racines de X 3 — 11X 2 + 36X — 36 sont 2, 3 et 6. On en deduit 
que le triplet (x,y,z) est egal au triplet (2,3,6) ou a I'un de ceux qui s'en 
deduisent par permutation. 

Reciproquement, on verifie que les triplets precedents sont solutions du sys- 
tem e. 


Exercice 15.4 : Families de polynomes echelonnee en degre 


Soit (Pq,. . . , P„ ) une famille de polynomes tels que, pour tout k e [0. . . . , 77 } , on ait 

deg(P A .) = k. 

Montrer que (Pq, . . . , P n ) est une base de IK,, [X] . 

Comme d’habitude, pour montrer qu’une famille est une base d’un espace vectoriel 
de dimension finie, nous allons montrer qu’elle est libre puis qu’elle a le bon 
nombre de vecteurs. Soient Ao,. . . ,A„ el tels que 

n 

c R ) J2 A< p i = 0- 

7=0 
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Nous voulons montrer que Ao = • • • = A„ = 0. Pour cela, nous allons chercher a 
obtenir d’autres relations a partir de (R). En la derivant, on obtient 

X> ?/=<>• 

i = 1 

En effet, puisque le polynome Po est de degre 0, nous avons P,' = 0. Nous obtenons 
done une relation entre polynomes de degre 0 — 1 . Cela nous suggere de pro- 
ceder par recurrence. 

Montrons, par recurrence, que, quel que soit k e N, la proposition 

Hj, : « toute famille de polynomes (Qo,- . . , Qk ) 

verifiant la condition Vi e {0 ,k), deg(Q,-) = i 

est lib re » 


IP 


est vraie. 

• Soit Q 0 un polynome de degre 0. C'est un polynome constant non nul. La 
famille (Qo) est done libre et la proposition Ho est vraie. 

• Soit k e N tel que la proposition Hk est vraie. Soit (Qo,- ■ ■ ,Qk+ 1 ) une 
famille de polynomes verifiant la condition 

Vi e {0 ,...,k + 1}, deg(<2,-) = i. 

Soient Ao,. . . ,Ajt + i e IK tels que 

k + 1 

E A <a = o- 

1=0 

En derivant cette relation, on obtient 

k + 1 

E A .e; = o, 

1=1 

car Qo = 0, puisque le polynome Qo est de degre 0. Pour i e { 0,. . . ,k} , 
posons Rj = Q' j+l . Puisque deriver un polynome non constant fait baisser 

son degre d'exactement une unite, la famille (Ro, Rk ) verifie la pro- 

priety 


Vi e {0 ,k}, deg (RQ = i. 
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D'apres la proposition /4, cette famille est Libre. On en deduit que 

Aj = • • • = Ajt+i = 0. 

Revenons a la relation de depart. Elle s'ecrit, a present, 

\)Qo = 0 - 


Puisque le polynome Qo est de degre 0, il n'est pas nul et nous avons done 
Ao = 0. Par consequent, la famille (Qo,. . . ,Qk+\) est libre et la proposi- 
tion Hk + 1 est vraie. 

• Finalement, nous avons montre que, quel que soit k e N, la proposition 
Hk est vraie. 

En particulier, la proposition H n est vraie. La famille (P 0 ,...,P n ) de 
I'enonce est done libre. Puisqu'elle est formee de (. n + 1) vecteurs et que 
dim(K„[X]) = n + 1, e'est une base de K„[Z]. 


Exercice 15.5 : Etude d'un endomorphisme de 


Soit n G N*. Pour P G K„[X] on pose A n (P) = P(X + 1) — P(X). 

1. Montrer que A„ est un endomorphisme de IfC„| X] . Determiner son noyau et 
son image. Quelle est sa matrice dans la base canonique ? 

On pose Bo(X) = 1 et, pour 1 < k < n : 

1 k ~ l 1 

Bk( x ) = - FI - 0 = ^X(X - l) ••• (A - k + 1). 

k\ l=Q k. 

2. Determiner A n (Bk). 

3. Montrer que (Bo. - ■ • ,B n ) est une base de K„[X]. Quelle est la matrice de A„ 
dans cette base ? 

1. Dire que A„ est un endomorphisme de !K, ! [A r ] recouvre deux resultats : 1’ applica- 
tion A,„ definie sur K„[Z], est a valeurs dans K n \ X | et cette application est lineaire. 

— n • A„ est a valeurs dans K„[X] : A(P) = P(X + 1) - P(X) est bien un 

‘P~‘ polynome. De plus, son degre est inferieur ou egal a max(deg(P(X + 1)), 

deg(P(X))) done inferieur ou egal a n. 

• Linearite de A n : soient (P,Q) g (K., i [A r ]) 2 et (A ,/x) g IK 2 . On a alors 
successivement : 

A„(A P + nQ) = \P(X + 1) + nQ(X + 1) — (AP(X) + /iQ(X)) 

= \(P(X + \)-P(X)) + v(Q(X+l)-Q(X)) 

= AA„(P) + /xA„(Q) 

ce qui montre que A„ est lineaire. 
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I De plus, I'espace vectoriel de depart et celui d'arrivee sont egaux : A„ est 
done un endomorphisme de I'espace vectoriel K„[X]. 

Nous allons, maintenant, calculer le noyau et l’image de 1’ endomorphisme A„. II 
suffit de revenir aux definitions de ces espaces. 

y~| • Noyau de A„ : soit P e Ker(A„). Alors P(X + 1) = P(X). Le poly- 

W nome P — P(0) est done nul en tout point entier, done est identiquement 

nul : ainsi P = P( 0), i.e. P est constant. Reciproquement, si P est 
constant, A n (P) = 0. Ainsi : Ker(A„) = Ko[X]. 

• Image de A n : P(X + 1) et P(X) ont le meme coefficient dominant 
done P(X + 1) — P(X) est de degre strictement inferieur a celui de P 
puisque les termes de plus haut degre se simplifient. Or deg(P) < n done 
deg(A„(P)) < n — 1. Ainsi, Im(A„) c K„_i[X]. 

De plus, d'apres le theoreme du rang : 

dim(Ker(A„)) + dim(Im( A,,)) = dim(IK„[X]). 

On sait que dim(K„[X]) = n + 1 et on a vu que Ker(A„) = K 0 [X] et est 
done de dimension 1 : ainsi, dim(Im(A„)) = n qui est aussi la dimension 
de K„_i[X]. 

En resume : Im(A„) c K„_i[X] et dim(Im(A„)) = dim(]K„_i[X]) done 
Im(A„) = K„_ 1 [X]. 


Calculons, a present, la matrice de A„ dans la base canonique de lf€„| X] , e’est-a- 
dire dans la base (1,X,. . . ,X' 7 ) . 


Xp 


• Avec P = X ; on trouve A n (P) = (X + 1) ; — X ; = ^ y[jX l . On en 
deduit que la matrice de A n dans la base canonique de K„[X] est 


/° 


0 

V 



\ 


e M n + i(K) 


0 / 


II est toujours bon de traiter explicitement un exemple. Pour n — 3 , nous obtenons 
la matrice 
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/° i i K 
0 0 2 3 
0 0 0 3 
\0 0 0 0 / 


2. Le calcul de peut se faire explicitement grace a la formule defmissant B k . 

II nous faudra traiter a part les cas dc k = 0 ct k = 1 . 




On a A n (Bo) = 0 et A„(fli) = A n (X) = 1 = B 0 . 

Si k > 2 : 

l /k—l k—l \ 

A n (B k ) = - 

K -\ l = 0 /=0 / 

i / k—2 k—l \ 

= n n <*-'>- n <*- o ) 

\/=- 1 /=o / 

= ^rt(x^/))((x+ i )-(x-^+ i ) 

■ sAr(n«-») 

= B k - 1 


En resume : A„ (Bq) = 0 et, pour k ^ 1, A„(fl fc ) = flt-i 


3. La famille (/>‘o, . . . ,fl„) est composee de n + 1 vecteurs et l’espace vectoriel 
K„f A] est de dimension n + 1. Pour montrer que la famille (Bo ,. . . , B n ) est une 
base de K„[A], il nous suffit done de montrer qu’elle est libre. Soit 
(Ao,. . . ,A„) G M" +l tel que 

£x,b i= o. 

i = 0 


Nous voulons montrer que, quel que soit i, on a A; = 0. Pour cela, nous allons tacher 
de constmire de nouvelles relations a partir de celle que nous avons deja. La relation 
que nous avons prouvee precedemment entre A n et B k nous permettra de faire cela. 




Montrons, tout d'abord, que la famille (Ao, B„ ) est libre. Soit 

(Ao,. . . ,A„) G R” +1 tel que 

X>s, = o. 

i = 0 
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Supposons, par I'absurde, que la famille (Ao ,A„) ne soit pas nulle. 

Notons 


j = max{/, \ 0}. 


Nous avons done 


/=o 

D'apres la question precedente, quel que soit i e {0,. . . ,j — 1}, nous avons 
Ai(5/)=0. 

Nous avons egalement 

A 

En appliquant I'endomorphisme A/, a la relation dont nous disposons, nous 
trouvons done 

^ = A »(E A «- fi «-) = A »(°) = 0 - 

On en deduit que A j = 0, ce qui est absurde. 

Nous venons done de prouver que la famille (Ao,...,A„) est nulle. On en 
deduit que la famille (Bo,. . . ,B n ) est libre. Puisque cette famille est com- 
posee de n + 1 vecteurs et que dim(IK, i [A r ]) = n + 1, on en deduit finale- 
ment que la famille (Bo,. ■ ■ ,B„) est une base de K.„[A r ], 



Nous aurions egalement pu rediger le raisonnement precedent a l’aide d’une 
recurrence descendante plutot que de faire intervenir 1’ indice j. En effet, en appli- 
quant A” a la relation, on montre que A„ = 0 . On obtient done une relation qui 
possede un terme de moins et l’on recommence. 

Une autre possibilite consiste a utiliser l’exercice precedent. En effet, la famille 
(Bo,. ■ ■ ,B n ) est echelonnee en degre. 


II nous reste, a present, a calculer la matrice de I’endomorphisme A„ dans la base 
(Bo,. . . ,B n ). II suffit d’appliquer le resultat de la question precedente. 
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D'apres la question precedente, nous avons A n (Bo) = 0 et, pour k ^ 1, 
A n(Bk) = Bk- 1- On en deduit que la matrice de I'endomorphisme A„ dans 
la base (Bo, B„) est 


/O 1 
0 

Vo 


°\ 


i 

0 / 


e M n+ i(K). 



On voit que cette base est particulierement bien adaptee a la description de A„ ! 
D’une maniere generate, il ne faut jamais ecrire la matrice d’un endomorphisme 
dans une base sans avoir un minimum reflechi auparavant a la base en question. 
Cependant, en premiere annee, on vous donnera le plus souvent la base la mieux 
adaptee a I’endomorphisme. 

En seconde annee vous apprendrez a determiner vous-meme une telle base : ce 
sera le chapitre Reduction des endomorphismes. 


Exercice 15.6 : Polynomes interpolateurs de Lagrange 


Soit n un entier naturel. Soient a\ , . . . ,a n+ \ des elements deux a deux distincts de IK. 

1. Pour P e K„[X] on pose 0(B) = ( P(a \ ),. . . ,P(a n+ \)). Montrer que est 
un isomorphisme d’espaces vectoriels de 1K„ [ X ] dans K" +1 . 

2. On note (e\,. . . ,e n+ i) la base canonique de K n+I . Pour k e {1,. . . ,n + 1} on 
pose Lk = < P _1 (e / t). Montrer que {L\,. . . ,L n+ {) est une base de K n+ i[X] et 
donner l’expression de L * en fonction des aj. 

3. Plus precisement, etant donne P e K„ [X] , determiner les coordonnees de P 
dans la base (L\,. . . ,L n+ \). 


1. Pour montrer que est un isomorphisme, nous allons decouper le raisonnement 
en plusieurs etapes. II est indispensable de bien verifier tout d’abord que $ est une 
application lineaire. Meme si c’est un resultat immediat, il ne faut pas oublier de le 
mentionner et le demontrer en quelques lignes. 

Nous montrerons ensuite que O est un isomotphisme de faqon classique, en mon- 
trant qu’il est injectif et en utilisant un argument de dimension. 


IP 


• Linearite de <f> : soient ( P,Q ) e K„[X] et (A ,/x) e IK 1 2 . Alors : 


$(A P + iiQ) 


((A P + p Q)(a i ) , . . . ,(A P + n Q)(a, 1+ 1 )) 

(A P(a i) + /j, Q(a i),. . . ,A P(a n+ 1 ) + // Q(a n+ 1 )) 
A (P(a i),. . .,P(a n+ 1 )) + fj, {Q(ci i),. . . ,Q(a n+1 )) 
A<D(P) + /r<D((2). 
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<J> est done bien lineaire. Noter le caractere routinier de ce genre de verifi- 
cation. 

• Injectivite de <t> : soit P e Ker(O). Alors $>(P) = (0, 0), i.e. 

P(a\) = ■ ■ • = P(a n +\) = 0. Ainsi P possede au moins n + 1 racines dis- 
tinctes. Comme P est de degre au plus n, P est le polynome nul. On a done 
Ker(<J>) = {0} done est injective. 

• 3> est un isomorphisme : les espaces de depart et d'arrivee ont la meme 
dimension : dim(IK„[X]) = dim(K.' I+1 ) = n . + 1 . On en deduit que $ est 
un isomorphisme. 

2. Le fait que la famille (L\,. . . ,L n+ 1 ) soit une base de 1K„[ X] decoule directement 
du cours. 


Ip 


La famille (L i,. . . ,L n+ 1 ) est I'image de la base (e\,. . . ,e n+ \) de IK' !+I par 
I'isomorphisme O -1 : e'est done une base de K„[X] car I'image d'une base 
par un isomorphisme est une base. 


Fixons k e { I . . . . + 1} et cherchons a determiner explicitement le polynome L^. 
Nous devons avoir = eu, autrement dit : 

10 si j =£ k 

V./ e {1,. ..,n + 1}, L k (aj) = \ 

l 1 si j = k 

Nous cherchons done un polynome qui s’annule en tous les aj avec j ^ k, mais pas 
en a k . II est naturel de considerer le polynome 

n 

Pk = n ^ - «/)• 

7=0 

7 #* 

Nous pai'viendrons a retrouver le polynome L k a pai'tir de celui-ci. 


Ip 


Soit k e {1,. . . pi + 1}. Par definition, le polynome L k verifie <&(L k ) = e k 
et done 


V./ e {1,. . • ,7i + 1}, L k (aj) = 


0 si j ^ k 

1 si j = k 


Posons 


n 

Pk = n - «/)• 


7 = 0 

H=k 
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Nous avons alors P k (aj) — 0 si j k (car P k possede alors un facteur 
( X — dj )) et P k (a k ) ^ 0 car 

n 

Pk(a k ) = ]~[ (a k - cij) 

j=0 

j±k 


est un produit de nombres dont aucun n'est nul. 

Les polynomes L k et — - — P k prennent done la meme valeur en tous les 

P k iflk) 

cij, a savoir 0 si j =£ k e t 1 si j = k. Autrement dit, ils ont meme image par 
d>, qui est injective, done sont egaux. 

On en deduit une expression condensee de L k : 


L k 


n 

i = o 

i+k 


X ~ a J 
a k — cij 


3. Notons (Ai,. . . ,A„+i) les coordonnees de P dans la base (L\,. . . ,L n+ \ ) : autre- 
ment dit, P = AiLi + • • • + X n+ \L n+ \. 

Considerons un entier k e {1,. . . ,n + 1} . Nous voulons determiner X k . Puisque 
nous connaissons l’effet des Lj sur les a,-, il nous suffira de specialiser la relation 
precedente en les differents a,-. 


W 


II existe (Ai , . . . ,A„+i ) e IK" +I tel que 

P = AjLi + • • • + A„_|_iL„ + i. 


Soit k e {1,. . . + 1} . Comme Lj(a k ) = 0 si j ^ k et 1 si j — k I'egalite 
precedente devient, en specialisant en a k : P(a k ) = X k . 

Ain si, 

n 

P = ^2P(a k )L k . 

k = o 


En utilisant I'expression des L k trouvee ci-dessus on a finalement : 

\ 


^ = E r(^n— i 

k = 0 \ 1=0 ak a J 

\ i+c 
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Exercice 16.1 : Caracterisation des projecteurs orthogonaux (sauf PTSI) 


Soit E un espace euclidien dont nous noterons le produit scalaire. Soit p un 
projecteur de E. Montrer que p est un projecteur orthogonal si, et seulement si, 
quel que soit x e E, on a 

IIpOOII < M- 


On nous demande ici de demontrer une equivalence. Nous allons demontrer deux 
implications. 


Premiere implication 

Dans notre cas, l’implication directe est plus simple. En effet, nous partons d’un 
projecteur orthogonal. Nous allons ecrire sa definition et verifier ensuite la propriete 
demandee. 




Supposons, tout d'abord, que p soit un projecteur orthogonal. Par definition, 
il existe un sous-espace vectoriel F de E tel que p soit le projecteur sur F 
parallelement a F L . 

Soit x e E. II existe un unique couple (y,z) e F x F - 1 tel qu'on ait I'ega- 
lite 


x = y + z- 

D'apres la definition de p, nous avons alors 
p(x) = y. 
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Nous avons traduit en termes explicites les informations dont nous disposons, a 
savoir le fait que p est un projecteur orthogonal. Cette premiere etape ne demande 
que la connaissance du cours. Nous devons, a present, demontrer une inegalite entre 
||p(jt)|| et || jc || . Nous allons done commencer par calculer ces deux quantites. On a 
visiblement ||p(x)|| = ||y|[ . II est un peu plus difficile de calculer ||x|| = ||y + z|| . 
Pour calculer la norme d’une somme, on revient a la definition de la norme comme 
racine carree du carre scalaire : nous avons 

\\y + zll 2 = (y + z.y + z). 

Nous allons maintenant developper le second membre de cette egalite en utilisant la 
bilinearite du produit scalaire. Nous avons 

(. y + z,y + z ) = (y,y) + {y,z) + (z,y) + (z,z) 

= llfll 2 + Ikll 2 + (y,z) + (z,y). 

Le produit scalaire est, par definition, symetrique. Nous avons done (y,z) — { z,y ) . 
On en deduit que 

\\y + ill 2 = llfll 2 + Ikll 2 + 2(y,z>. 

Cette formule est d’ utilisation constante et il est bon de la retenir. 

Nous avons 

IWI 2 = Ilf + Zll 2 = llfll 2 + llzll 2 +2<y,z>. 

Or y e F et z e F L . Nous avons done (y,z) = 0 et, ainsi, 

W 2 = llyll 2 + llzll 2 - 


lo 


On en deduit que 


IIa'II 2 ^ ||y|| 2 = ||p(x)|| 2 . 

Puisque la fontion racine carree est croissante sur [0,+oo[, on a finalement 
l|x|| > ||p(x)||. 
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Passons, maintenant, a la demonstration de 1’ implication reciproque. Commenqons 
par traduire ce que nous devons demontrer. II existe deux sous-espaces vectoriels F 
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et G de E tel que le projecteur p soit le projecteur sur F parallelement a G. Nous 
devons montrer que p est un projecteur orthogonal, autrement dit, que 

F±G. 

Nous allons raisonner par l’absurde et supposer que F ct G nc sont pas orthogo- 
naux. Nous cherchons maintenant un element x de E susceptible de violer l’inega- 
lite ||p 0)|| ^ ||x|| . L’hypothese que nous avons faite nous assure que F^~ ^ G et 
que G l 0 F. Nous avons done quatre types de candidats pour x : les elements de 
F ± \G,deG\ F- 1 , de G L \ F et de F \ G L . 

Nous pouvons eliminer facilement deux de ces types. Si x e G \ F L , nous avons 
p 0) = 0 et done ||pO)ll < 1011- Si x € F \ G L , nous avons p(x) = x et done 

IIpO)II = 1011. 

Considerons, a present, un element x de F 1 \ G. Un dessin nous montre que nous 
pouvons encore avoir ||pO)ll ^ 1011- 



II nous reste a considerer les elements de G L \ F . Faisons un nouveau dessin. 
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II semble bien qu’un tel point s’eloigne de I’origine et verifie || p (x ) || > ||jc|| . Pour 
le demontrer, nous allons appliquer le theoreme de Pythagore dans le triangle de 
sommets 0,x,p(x) : 


\\p{x)\\ 2 =\\x\\ 2 + \\x-p{x)W 2 . 

Cette egalite nous permettra de conclure. 

Supposons, a present, que, quel que soit x e X, on ait 

IIpWII < l|x||. 

II existe deux sous-espaces vectoriels F et G de E tel que le projecteur p 
soit le projecteur sur F parallelement a G. Supposons, par I'absurde, que le 
projecteur p n'est pas orthogonal. Alors les espaces F et G ne sont pas 
orthogonaux. Nous pouvons done choisir un element x e G L \ F. 

II existe y e F et z e G tels que x = y + z- Puisque x e G L , nous avons 
(x,z) = 0 et done 

\\p(x)\\ 2 = \\y\\ 2 = \\x\\ 2 + \\z\\ 2 . 

Puisque x ^ F, nous avons z ^ 0, d'ou I'on tire ||z|| > 0 et done 

||p(x)|| 2 > ||x|| 2 . 

On aboutit a une contradiction. 

Par consequent, le projecteur p est orthogonal. 
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Nous nous pla5ons ici dans l’espace vectoriel R J muni du produit scalaire usuel 
et de l’orientation canonique. Notons C la base canonique de R 3 . 

1. Soit r une rotation de R 3 d’ angle 0 e R et d’axe D oriente par un vecteur 
u € D. Soit u' e R 3 \ D. Montrer que les quantites sin(0) et det c (u' ,r(u'),u) ont 
meme signe strict. Qu’en est-il pour la composee .v de la rotation r et de la 
reflexion par rapport aD 1 ? 

2. Soit a l’endomorphisme de R 3 dont la matrice dans la base canonique est 


Decrire geometriquement l’endomorphisme a. 

3. Soit b l’endomorphisme de R 3 dont la matrice dans la base canonique est 


Decrire geometriquement l’endomorphisme b. 

4 . Soit c l’endomorphisme de R 3 dont la matrice dans la base canonique est 


Decrire geometriquement l’endomorphisme c. 


Nous nous interessons, dans cet exercice, a des matrices orthogonales d’ordre 3 ou, 
ce qui revient au meme, a des isometries de R 3 . Leur etude se mene selon un schema 
precis que nous rappelons ici. Soit M e 03 (R) et notons/ l’endomorphisme dont 
c’est la matrice dans la base canonique. Dans un premier temps, on calcule le 
determinant de M. On trouve necessairement 1 ou - 1 , mais le signe est important. 

Si det (M) = 1, alors l’endomorphisme / est une rotation de R 3 . Son axe D est 
determine par 



V2 

-V3 


2 





D - Ker (/ - Id). 
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Notons 9 1’ angle de la rotation. Nous avons 

1 + 2cos(0) = tr (/) = tr(M), 

ce qui suffit a determiner Tangle au signe pres. II est impossible d’etre plus precis 
si l’axe D de la rotation n’est pas oriente. 

Supposons, a present, que la droite D soit orientee. Cela signifie que Ton s’est 
donne un vecteur norme u de D tel que la famille (u) forme une base orthonormee 
directe de D. Soit (i >,w) une base orthonormee du plan I) L de la rotation tel que la 
famille B = ( u,v,w ) soit une base orthonormee directe de M 3 . La matrice de/dans 
la base B est alors 


Cette ecriture nous permet de determiner exactement Tangle 9. 

Si det(M) = — 1 , alors l’endomorphisme/est la composee d’une rotation d’axe D 
et d’ angle 9 et de la symetrie orthogonale par rapport a D ± . Cette rotation et cette 
reflexion commutent. L’ axe D de la rotation est determine par 

D = Ker (/ + Id). 

L’ angle 6 de la rotation verifie 

— 1 + 2cos(0) = tr (/) = tr(M), 
ce qui suffit a determiner Tangle au signe pres. 

Un cas particulier est celui de la reflexion. II correspond au cas ou la rotation est 
l’identite, autrement dit, au cas ou 9 = 0 et done 


Dans les autres cas, comme precedemment, il est impossible de determiner exacte- 
ment Tangle 9 si l’axe D n’est pas oriente. 

Supposons, a present, que la droite I) soit orientee. Soient (u) une base orthonormee 
directe de D et (v,w) une base orthonormee de D 1 telles que la famille B — ( u,v,w ) 
soit une base orthonormee directe de M 3 . La matrice de/dans la base B est alors 



1 0 0 
0 cos (9) — sin(0) 
0 sin(0) cos(0) 


tr(/) - tr(M) = — 1 + 2cos(0) = 1. 


-10 0 

0 cos (9) — sin(0) 
0 sin(0) cos (9) 



Cette ecriture nous permet de determiner exactement Tangle 9. 
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Nous allons appliquer ces methodes pour etudier les endomorphismes a , h et c dc 
Tenoned. 

1. Ce resultat est classique. On peut l’utiliser sans justifier au cours d’un exercice, 
mais on nous demande ici de le redemontrer. Pour cela, il suffit de revenir a la defi- 
nition de la rotation et a calculer la quantite demandee. 

: Soit (v,w) une base de D L tel que la famille B = (u,v,w) soit une base 

orthonormee directe de M 3 . Dans cette base, on a 

/I 0 0 

M B (r) = I 0 cos( 6 ») — sin($) 

\0 sin( 0 ) cos( 0 ) 


Nous allons commencer par calculer la quantite det B (u' ,r{u'),u) , la base B etant 
mieux adaptee au probleme que la base C. 

II existe (a, (3, 7) e M 3 tel que 

u = au + (3v + 7 w. 




Puisque u' D, on a (/3, 7) =f= (0,0). Nous avons alors 


det b(u' ,r(u'),u) = 


a a l 

(3 (3cos(6) — 7sin(0) 0 
7 /3 sin( 0 ) + 7 cos (6) 0 


= (3(J3 sin(0) + 7 cos (9)) — 7 (J3 cos (9) — 7 sin(60) 
= (P 2 + 7 2 )sin( 0 ). 


Nous allons, a present, utiliser la formule de changement de base pour calculer la 
quantite demandee. 

D'apres la formule de changement de base, on a 

det c(u' ,r(u f ),u) = detc(S)detg(M' ,r («') ,u) . 

Puisque la base B est orthonormee et directe, on a detc(S) = 1. On en 
deduit que 

det c(u' ,r(u'),u) = (/ 3 2 + 7 2 )sin( 0 ). 

Puisque ((3, 7 ) (0,0), nous avons (3 2 + t 2 > 0 et les quantites 

det c(u' ,r(u'),u) et sin( 0 ) ont done meme signe strict. 
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Nous allons, a present, reprendre le raisonnement precedent en remplagant la rota- 
tion r par sa composee s avec la reflexion par rapport a D 1 . 




Interessons-nous, a present, a la composee s de la rotation r et de la 
reflexion par rapport a D L . Dans la base B consideree precedemment, on a 


0 

Mb(s) = I 0 cos($) 

V 0 sin(0) 


0 ^ 

— sin(0) I 

cos($) / 


Nous avons done 


det bW ,s(u'),u) 


a —a 1 

/ 3 / 3 cos( 0 ) — 7 sin (#) 0 
7 / 3 sin( 0 ) + 7cos(0) 0 

( 3(/3 sin( 0 ) + 7 cos( 0 )) — 7 (P cos ( 9 ) — 7 sin( 0 )) 
(P 2 + 7 2 )sin (9). 


Par le meme raisonnement que precedemment, on en deduit que 
det c(u' ,s (u r ) ,u) = (P 2 + 7 2 )sin(0) 


et done que det c (u' ,s(u'),u) et sin(0) ont meme signe strict. 


2. Orthogonalite 

Dans un premier temps, nous allons montrer que la matrice A est orthogonale. 
On a 


A'A = 1 (V 6 

\V2 - 

/I 0 0 
= 10 10 
Vo 0 1 

On en deduit que la matrice A est orthogonale. 
Appliquons, a present, la methode presentee plus haut. 


V6 V2 



V6 V2 

0 


V2 - — \/3 


Ip 
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Determinant 

Calculons le determinant de A. On a 




det(A) = ^3 

1 

V6 

a/2 

a/6 

0 

a/3 

V2 

-V3 

2 

1 

27 

3 

0 

3V2 

a/6 

0 

—a/3 

V2 

-a/3 

2 


= - 1 . 


-L\ + V2L3 


On en deduit que a est la composee d'une rotation d'axe D et de la reflexion 
par rapport au plan D 1 . 


Axe de la rotation 

L'axe D de la rotation est donne par 

D = Ker(fl + Id) . 




On a 

i / 4 V6 a/2 \ 

A + I 3 = - I a/6 3 -a/3 

VV2 -V3 5 / 

On en deduit que D — Ker(o +Id) est I'ensemble des vecteurs ( x,y,z ) 
de M 3 verifiant 

4 .x + y/6 y + a/2. z = 0 
■ y/6x + 3y — a/3 z = 0 , 
a/2x — V 3 y + 5 z = 0 

ou encore, en effectuant les operations L 2 < — L 2 - a/ 6/4 Li et L3 < — 
L3 — y/l/ALy, 

4 x + a/6 y + a/2z = 0 

I’-i'* = 0 

" 1^4 = 0 
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et, finalement, 

1 2y/lx + \/3 y + z = 0 
[ y — y/3z = 0 

On en deduit que 

D = Vect ((— \/2,V3,l)) . 

Angle de la rotation 

De plus, I'angle 9 de cette rotation verifie 

— 1 + 2cos(0) = tr(A) = 1. 
On en deduit que cos(0) = 1 et done que 
9 = 0 mod 27 r. 




Conclusion 

Par consequent, la rotation que I'on considere n'est autre que I'identite. On 
en deduit que I'isometrie a est la reflexion par rapport au plan D 1 . 


3. Orthogonalite 

Dans un premier temps, nous allons montrer que la matrice B est orthogonale. 
On a 




1 -2 - 2 ' 


1 


B'B = - 2 2 -1 -2 2 -1 

3 U -1 2 / 3 2 —I 2 ) 

■ (i : =) 

On en deduit que la matrice B est orthogonale. 

II ne nous reste plus, a present, qu’a appliquer la methode presentee plus haut. 
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Determinant 

Calculons le determinant de B. On a 


le 


det(fi) = — j 


1 

27 

1 

27 

= 1 . 

On en deduit que b est une rotation. 

Axe de la rotation 


1 

-2 

-2 




2 

2 

-1 




2 

-1 

2 




1 

-2 

-3 




2 

2 

-3 

c 3 +- 

- C 3 

Ci 

2 

-1 

0 




1 

-2 

-3 




1 

4 

0 

l 2 + 

— l 2 

- L X 

2 

-1 

0 





\e 


L'axe D de cette rotation est donne par 

D = Ker (b - Id). 

On a 


On en deduit que D = Ker (b - Id) est I'ensemble des vecteurs (x,y,z) 
de M 3 verifiant 


-2 

-2 

-2 

2 

-1 

-1 

2 

-1 

-1 


—2x — 2y — 2z = 0 
2 x — y — z = 0 


x = 0 
y + z = 0 


On en deduit que 


D = Vect ((0,1, — !)) 
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Angle de la rotation 




De plus, I'angle 9 de cette rotation verifie 



On en deduit que cos(0) = 1/3 et done que 


6 = ± Arccos 



Orientation de l’axe de la rotation 

Afin de determiner completement I’angle, nous devons choisir une orientation de 
l’axe D. Cela revient a choisir une base orthonormee de D et a decreter qu’elle est 
directe. C’est a nous de prendre cette initiative afin de repondre completement a 
l’exercice. 


Determination exacte de I’angle de la rotation 

Nous pouvons, a present, determiner completement I’angle 9. 

• Premiere methode 

Une premiere methode consiste a revenir a la definition. Si (v,w) est une base 
orthonormee de D L telle que la famille (u.vav) soit une base orthonormee directe 
de M 3 , alors la matrice de r dans la base ( u,v,w ) a pour expression 


Nous connaissons alors sin(0), ce qui nous suffit pour determiner le signe de 9. 
Commcnqons par mettre en oeuvre cette premiere methode. 




Orientons I'axe D. Nous choisissons la famille 



comme base orthonormee directe de D. 


10 0 \ 
0 cosC^) — sin(0) 

0 sin(6>) cos (9) J 
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U' 


Posons 


V2 

u = ^-(0,1-1). 


Le vecteur 


v = (1,0,0) 

est orthogonal au vecteur u et de norme 1. C'est done, en particulier, un vec- 
teur de D l . Posons 


V2 

W — U A v = — (0, — 1, — 1). 
2 


Ce vecteur est orthogonal au vecteur u et de norme 1. C'est done un vecteur 
de D l . Puisque les vecteurs u et w sont orthogonaux et de norme 1, la 
famille ( u,v ) forme une base orthonormee de D ± . En outre, d'apres les pro- 
prietes du produit vectoriel, la famille B = ( u,v,w ) forme une base ortho- 
normee directe de M 3 . 

Calculons la matrice de la rotation b dans la base B. Notons P la matrice de 
passage de la base canonique a la base B. On a 


P 



V2 

0 

0 



Cette matrice est la matrice d'une base orthonormee dans une autre. Elle est 
done orthogonale. On en deduit que 

P ~ 1 - f P. 


D'apres la formule de changement de base, la matrice de la rotation b dans 
la base B est 

Mat B (b) = P~ l BP = ‘P B P. 


Tous calculs faits, on obtient 


/I 

Mat B (Z?) — 

v° 


0 0 \ 
1 2V2 

3 ^r 

2V2 1 

3 ~ 3 ' 
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On en deduit que sin(6>) = —2^2/3. Nous avons done sin(6t) < 0, d'ou I'on 
tire 


6 g ]— 7r,0[ mod 2-7T. 

Par definition, la fonction Arccos est a valeurs dans [0,7r]. On en deduit 
finalement que 


6 = —Arccos 



• Seconde methode 

Presentons, a present, une deuxieme methode basee sur la premiere question de cet 
exercice. Elle nous propose une fa 5 on rapide de determiner le signe de si n (A) . 

Posons 

V2 

u = ^-(0,1-1). 

Le vecteur 

u = ( 1 , 0 , 0 ) 

n'appartient pas a D. Nous avons 

det c {u' ,b{u') ,u) = 


D'apres la premiere question, nous avons done 
sin(0) < 0. 


a/2 


0 
2^2 


1 0 

2 1 

2 -1 

< 0. 




On en deduit que 

9 G ]— 7r,0[ mod 2-7T. 

Par definition, la fonction Arccos est a valeurs dans [0,7r[. On en deduit 
finalement que 

6 — —Arccos 
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Conclusion 




[.'application b est la rotation d'axe D = Vect((0,l, — 1)) et d'angle 
6 = — Arccos(l/3). 

4 . Nous allons appliquer le meme raisonnement que precedemment a la matrice C. 

Orthogonalite 

On a 


\C 


C'C = 



On en deduit que la matrice C est orthogonale. 

Determinant 

Calculons, a present, le determinant de C. On a 

0 3 4 


w 


det(C) = 1 


5 0 0 

0-4 3 


= - 1 . 


On en deduit que I'isometrie c est la composee d'une rotation et d'une 
reflexion par rapport au plan orthogonal a I'axe de cette rotation. 

Axe de la rotation 

L'axe D de la rotation est donne par 

D = Ker(c + Id). 

On a 


IP 


C + 1 3 = - 5 5 

5 \0 -4 


On en deduit que D — Ker(c + Id) est [ensemble des vecteurs (x,y,z) de 
R 3 verifiant 
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' 5x + 3y + 4z = 0 
5.x + 5y = 0 
-4j + 8z = 0 

ou encore 

x + y - 0 

-y + 2z = 0 

On en deduit que 

D = Vect ((—2,2,1)). 

Angle de la rotation 

Nous savons egalement que I'angle 6 de la rotation verifie 
— 1 + 2 cos (8) = tr (C) = 

On en deduit que cos(0) = 4/5 et done que 
9 = ±Arccos 





Orientation de l’axe de la rotation 

Orientons, a present, I'axe D. Nous choisissons la famille 

| (— 2,2,1)J 

comme base orthonormee directe de D. 




Determination exaete de I’angle de la rotation 

Le vecteur 


XO 


u = ( 1 , 0 , 0 ) 

n'appartient pas a I'axe D. Nous avons 


detc(u' ,c(u'),u) = 


1 0 
0 1 
0 0 


— > 0. 
15 


-2 

2 

1 
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D'apres la premiere question, nous avons done sin(0) > 0. On en deduit que 
9 e ]0,7r[ mod 27r. 

Par definition, la fonction Arccos est a valeurs dans [0 , 7r] . On en deduit 
finalement que 


6 = Arccos 



Conclusion 




[.'application c est la composee de la rotation d'axe D = Vect((— 2,2, 1)) et 
d'angle 9 — Arccos( 4 / 5 ) et de la reflexion par rapport au plan D L . 


Exercice 16.3 : Orthonormalisation dans M 1 2 3 (sauf PTSI) 


Dans les questions qui suivent, l’espace vectoriel M 3 sera muni du produit sca- 
laire usuel que nous noterons 
Considerons les vecteurs suivants de M 3 : 



1 . Orthonormaliser la famille (; u\,U2,u 3) par la methode de Gram-Schmidt. 

2 . Notons E = Vect(w 1 .112 ) . Soit p la projection orthogonale sur E. Determiner 
la matrice de p dans la base canonique de M 3 . 

3 . Soit s la reflexion par rapport a E. Exprimer s en fonction de p. Determiner la 
matrice de s dans la base canonique de M 3 . 

Dans cet exercice, on cherche a faire des calculs explicites d’orthonormalisation par 
la methode de Gram-Schmidt. Rappelons-en le fonctionnement. On part d’un 
espace vectoriel F muni d’un produit scalaire et d’une famille libre 

(wi,. . . ,u n ), avec n e N*, de F. Nous savons alors qu’il existe une unique famille 
orthonormee ( w \ , . . . ,w n ) de F verifiant les deux proprietes suivantes : quel que 
soit i e {1,. . . ,n}, on a 

- Vect(7<i, Uj ) = Vect(u;i ,. . . ,W{) ; 

- ( Uj,Wi ) > 0 . 

La methode d’orthonormalisation de Gram-Schmidt decrit une fagon de determiner 
la famille (wq,. . . ,w n ), vecteur apres vecteur. Pour le premier vecteur, il suffit de 
poser 
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1 


Soit i e {1,. . . ,n] etsupposons avoir construit des vecteurs ( w \ , . . . , w , _ i ) verifiant 
les conditions requises. On pose 


/-I 

Vi = Uj — ’Y2(ui ( ,Wk) Wk . 
k = l 


Les trois proprietes suivantes sont alors verifiees : 
-Wk e {1,. . . ,i — 1}, ( Vi,Wk ) = 0 ; 

- Vect(Mi,. . . ,ui) = Vect(u;i,. . . ; 

- ( Uj,Vi ) > 0 . 

On pose finalement 

1 


La famille (uq,. . . , w n ) verifie alors les proprietes requises. 

1. Nous allons appliquer la methode d’ orthonormalisation de Gram-Schmidt a la 
famille {u\,U 2 ,uj). II faut, au prealable, verifier que cette famille est libre. 




Montrons que la famille {u\,U 2 ,u?,) est libre. Pour cela, nous allons calculer 
son determinant dans la base canonique C de M 3 . Nous avons 


detc(u\,U2,U3) 


1 -1 2 
2 4 5 

2 1 1 

1 -1 2 
0 6 1 
0 3-3 

-21 4 0 . 


L2< — L 2 — 2Li 
L3 « — L3 — 2Li 


Par consequent, la famille {u\,U2,u4) est libre. 

Appliquons, a present, le procede d'orthonormalisation de Gram-Schmidt. 
Nous avons 


||wi|| 2 = l 2 + 2 2 + 2 2 = 9. 


378 


Dunod. La photocopie non autorisee est un delit. 


Chapitre 16 • Espaces euclidiens 


On pose 


Nous avons 



{u2,w\) — -(— 1 + 8 + 2) — 3. 


On pose 


Vi = U2 — 3w\ = 



Nous avons 


M 2 = (-2) 2 + 2 2 + (-l) 2 = 9. 


On pose 



Nous avons 


(u3,wi) — -(2 + 10 + 2 ) — — 


et 


(m 3 ,w 2 > = ^(-4 + 10 - 1) = 

On pose 



Nous avons 


ll«3ll 2 =Q) ((2) 2 + l 2 + (-2) 2 ) = Q) • 

© 
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On pose 

2 

1 

-2 

La famille (wi,W2,wj,) est la famille obtenue a parti r de la famille 
(ui,U2,u^) par le procede d'orthonormalisation de Gram-Schmidt. 

2 . La projection p est, par definition, une projection orthogonale sur 1 ’ hyperplan E. 
Soit x £l 3 . II existe une methode simple pour calculer p(x) lorsque Ton connait 
un vecteur orthogonal a cet hyperplan. Dans notre cas, nous avons 
Vect(w ] , u 2 ) = Vect(ioi,i02), d’apres les proprietes du procede d’orthonormalisa- 
tion de Gram-Schmidt et le vecteur 103 est done une base de la droite E J . 

Puisque la famille (101,102,103) est une base orthonormee de R 3 , nous avons 

x = {x,w\) w\ + (x, 102) W2 + {x,wi) 103. 


W 3 II 03 II V3 3 


Le vecteur {x,w\) w\ + (x,W2) appartient a £ et le vecteur {x , 103 ) 103 appartient 
a . Nous avons done, par definition de p, 

p(x) = (X,W\) 10 ] + {x,W2) W 2 

= w - (x, 103) 103. 


Nous voyons done que pour connaitre la projection d’un vecteur sur un hyperplan, 
il suffit de connaitre sa projection sur la droite orthogonale a cet hyperplan. 


\P 


D'apres les proprietes du procede d'orthonormalisation de Gram-Schmidt, 
nous avons E = Vect(« 1,1*2) = Vect(io 1 , 102). Par consequent, la famille 
(103) forme une base orthonormee de la droite E L orthogonale a cet hyper- 
plan. Quel que soit x e R 3 , nous avons done 

p(x) — x - (x , 103) 103. 

En appliquant cette formule aux trois vecteurs de la base canonique de R 3 , 
nous obtenons 


P 







1 

9 


-2 

8 

2 
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On en deduit que la matrice de la projection p dans la base canonique de M 3 
est 

1 / 5 ^ 4 \ 

Mat dp) = - -2 8 2 

V 4 2 5/ 


3. On nous demande tout d’abord d’ exprimer la reflexion s en fonction de la pro- 
jection p. C’est un exercice classique pour lequel il suffit de revenir aux definitions. 


Xp 


Soit rel 3 . Puisque E ® E L = M 3 , il existe un unique couple 
iy,z) e E x E 1 - tel que I'on ait x = y + z. Par definition de p et de s, 
nous avons 


pix) = y et5(x) = y - z. 
Remarquons que nous avons egalement 

(Id — p)ix) = y z — y = z. 


On en deduit que 

= y~z = pix) - (Id - p)ix) = (2p - Id)(x). 

Cette egalite etant verifiee quel que soit rel 3 , nous avons finalement 
s = 2p — Id. 


Remarquons que 1’ egalite obtenue est valable dans tout espace euclidien, pour la 
reflexion par rapport a n’importe quel sous-espace et la projection orthogonale sur 
ce meme sous-espace. 

Il ne nous reste plus maintenant qu’a appliquer la formule pour determiner la 
matrice de la reflexion 5 dans la base canonique de M 3 . 
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En passant aux matrices dans la base canonique de M 3 , nous obtenons 


Mate (^) 


2 Mat dp) - I3 



-2 

8 

2 

-4 

7 

4 



Exercice 16.4 : Decomposition RT (sauf PTSI) 


Soient n e N* et Me GL n (W). Montrer qu'il existe un unique couple de 
matrices ( R,T ) e M„(R ) 2 tel que les proprietes suivantes soient verifiees : 

- la matrice R est orthogonale ; 

- la matrice T est triangulairc superieure et ses coefficients diagonaux sont stric- 
tement positifs ; 

- on a l’egalite M — RT. 

Indication : on pensera a utiliser le precede d’ orthonormalisation de Gram-Schmidt. 
Cette question en recouvre deux : l’une concernant l’existence, l’autre l’unicite. 


Unicite 

Comme souvent, l’unicite est plus simple a demontrer et e’est par elle que nous 
commencerons. Nous supposerons done qu’il existe deux decompositions de la 
matrice M sous la forme voulue et montrerons qu’elles sont egales. 




Supposons qu'il existe deux couples de matrices (R\,T\) et ( R2S2 ) veri- 
fiant les conditions demandees. En particulier, nous avons 


M = R\T\ = R 2 Ij ■ 


Remarquons qu'une matrice orthogonale est inversible et que son inverse est 
une matrice orthogonale. Une matrice triangulaire superieure a coefficients 
diagonaux strictement positifs est egalement inversible et son inverse est 
une matrice du meme type. Nous avons done 

R^Ri = T 2 T~\ 
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La matrice T = T 2 T X 1 est triangulaire superieure a coefficients diagonaux 
strictement positifs. Elle est egalement orthogonale, car la matrice R 2 l R 1 
est orthogonale. Par consequent, nous avons 

Or la matrice 'T est triangulaire inferieure et la matrice T~ { est triangulaire 
superieure. On en deduit que la matrice 'T = T~ l est diagonale. Par conse- 
quent, la matrice T est egalement diagonale. Notons a\,...,a n e R+ ses 

coefficients diagonaux. L'egalite f T = T~ l se recrit alors 


/ a\ 0 

■ 


( Cl J 0 . 

.. 0 X 

0 a 2 . 

. 0 

= 

0 a 2 l • 

0 

V 0 0 . 

• Art ^ 


• • o 

• • o 

.. a- 1 ) 


Par consequent, quel que soit i e {1, on a a, = a^ 1 et done 
cij = ±1. Puisque a ; - > 0, nous avons finalement a, = 1 . On en deduit que 
T — I„. Puisque T = R^ l Ri = T 2 7,“ 1 , nous avons finalement 


(*i,7i) = (R 2 ,T 2 ). 


On en deduit que la decomposition demandee est unique. 


Existence 

Passons, a present, a la demonstration de 1’ existence de la decomposition. 
L’ indication donnee par Tenoned semble, a priori, un peu obscure. En effet, le pro- 
cede d’ orthonormalisation de Gram-Schmidt s’applique a une base d’un espace vec- 
toriel et aucune ne figure dans Tenoned. Nous devons done en faire apparaitre. Pour 
cela, nous allons interpreter les proprietes des matrices en termes d’algebre lineaire. 
Plagons-nous dans R" et considerons une famille i.f \ .... ,f n ) de vecteurs. Nous 
savons que la matrice dont les colonnes sont les vecteurs fi,. . . ,f n exprimes dans 
la base canonique est inversible si, et seulement si, la famille (/i,. . . ,/„) est une 
base de R". De meme, nous savons que cette matrice est orthogonale si, et seule- 
ment si, la famille (/i , . . . ,/„) est une base orthonormee de R", pour le produit sca- 
laire usuel. 

Reprenons le raisonnement. De la matrice inversible M, nous allons deduire une 
base de R". De cette base, nous deduirons, par le precede d’orthonormalisation de 
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Gram-Schmidt une base orthonormee, et done une matrice orthogonale. II nous res- 
tera a comprendre comment ces deux matrices sont reliees. 

Plaqons-nous dans R' ! muni du produit scalaire usuel. Notons 
W /i,. . . ,f n e R" les colonnes de la matrice M, considerees comme des vec- 
teurs exprimes par leurs coordonnees dans la base canonique. Puisque la 
matrice M est inversible, la fa mi lie T = (fi,.. . ,/„) est une base de R' ! . 
Appliquons-lui le procede d'orthonormalisation de Schmidt. II existe une 
base orthonormee (gi,...,g„) de R" verifiant les conditions suivantes : 
quel que soit i e { 1 , . . . ,n }, on a 

Vect (/!,. ..,fi) = Vect(gi,. . . ,g t ) et (fi,gi) > 0. 

Notons R la matrice dont les colonnes sont les vecteurs g\,. . . ,g„ exprimes 
dans la base canonique. Puisque la famille Q — (gi,...,g n ) est une base 
orthonormee, la matrice R est orthogonale. 

II nous reste, a present, a comprendre comment les matrices M et R sont reliees. 
Notons C la base canonique de R". La matrice M est alors la matrice de passage de la 
base C a la base T et la matrice R la matrice de passage de la base C a la base Q. 
Notons T la matrice de passage de la base Q a la base T. Nous avons alors la relation 

M = Pc.f 
— Pc, S Pg,r 

= RT. 




Notons C la base canonique de R". La matrice M est alors la matrice de pas- 
sage de la base C a la base T et la matrice R la matrice de passage de la 
base C a la base Q. Nous avons done 


M = RT, 


ou T designe la matrice de passage de la base Q a la base T. 


II nous reste, a present, a montrer que la matrice T est triangulaire superieure et que 
ses coefficients diagonaux sont strictement positifs. Souvenons-nous que, dans le 
procede d’orthonormalisation de Gram-Schmidt, les bases T et Q sont reliees par la 
propriete suivante : quel que soit i g {1 n}, on a 

Vect(/i,. . . ,ft) = Vect(gi,. . . ,&•) et {ft,gi) > 0. 

Ce sont ces proprietes que nous allons devoir traduire en termes matriciels. 
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Montrons que la matrice T est triangulaire superieure et que ses coefficients 
diagonaux sont strictement positifs. La matrice T est la matrice dont les 
colonnes sont les vecteurs/i,. . . ,f„ exprimes dans la base (gi,. . . ,g n ). Soit 
i e {1,. . . ,n} et considerons la /-erne colonne de la matrice T. Elle est for- 
mee des coordonnees (cq-.i,. . . du vecteur/,- dans la base (gi,. . . ,g n ). 
Avec ces notations, nous avons 

n 

fi = 1 

7=1 


D'apres les proprietes du precede d'orthonormalisation de Gram-Schmidt, 
nous avons 


fi e Vect(gi,. . . ,gi). 

On en deduit que aij+\ = ... = ai t „ = 0. Puisque la base (gi,. . . ,g„) est 
orthonormee, nous avons 

Oii,i - { fi,gi )■ 

D'apres les proprietes du precede d'orthonormalisation de Gram-Schmidt, 
nous avons done 


aij > 0 . 


Finalement, la matrice T s'ecrit sous la forme 


T = 


\ o 


012,1 

Qln-1,1 

&n, 1 

012,2 ■ ■ 

Qln-1,2 

&n, 2 

0 ' 




0!«— l,n— 1 

(%n,n— 

0 

0 

&n,n 


Elle est bien triangulaire superieure a coefficients diagonaux strictement 
positifs. 


Finalement, nous avons bien montre que la matrice M peut s'ecrire sous la 
forme 


M = RT, 


ou R est une matrice orthogonale et T une matrice triangulaire superieure 
dont les coefficients diagonaux sont strictement positifs. 
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Exercice 16.5 : Espace euclidien de polynomes (sauf PTSI) 


Defmissons une application : R[X] x R[X] — > R par la formule 
VP, £ e R[X], (P,Q) = J | P(t)Q(t)dt. 

1. Montrer que l’application definit un produit scalaire sur R[X]. 

2. Orthonormaliser la base (1,X,X 2 ) de R 2 [X] par le procede d’ orthonormalisa- 
tion de Gram-Schmidt. 

3. Calculer la distance de X 3 a | JX] . 

1. Rappelons qu'un produit scalaire est, par definition, une forme bilineaire syme- 
trique definie positive. Le caractere bilineaire et symetrique est aise a demontrer. 


Linearite par rapport a la premiere variable 




Montrons que 1'application est lineaire par rapport a la premiere 
variable. Quels que soient P,Q,R e R[X], nous avons 


(P + Q,R) 


j: 

L 

L 


{ P(t) + Q(t))R(t)dt 
(P(t)R(t) + Q(t)R(t))dt 


P{t)R(t)dt+ I Q(t)R(t)dt 
{P,R) + {Q,R). 




Quel que soient P,R G R[X] et A e I, nous avons 
(A P,R) = f XP(t)R(t)dt 


/: 

■ 


A J P(t)R(t)dt 
MP,R )■ 


Par consequent. Implication (.,.) est lineaire par rapport a la premiere 
variable. 
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Symetrie 




Montrons, a present, que ['application est symetrique. Quels que soient 
P,Q e R[X], nous avons 


(P,Q) 


i: 


P(t)Q(t)dt 

Q(t)P(t))dt 


(Q,P). 


Par consequent, I'application est symetrique. On en deduit que ^appli- 
cation est egalement lineaire par rapport a la seconde variable. 


Positivite 

Le caractere positif de I’application est egalement facile a demontrer. 




Montrons que I'application est positive. Soit P e R[X]. Nous avons 


<■ P,P > 


L 


P(t) 2 dt. 


La fonction t i-^- P(t) 2 est positive sur I'intervalle [—1,1]. Par consequent, 
son integrale sur cet intervalle est encore positive. Autrement dit, nous 
avons 


(P,P) P 0. 

Par consequent, I'application (.,.) est positive. 


Caractere defini positif 


Le caractere defini positif de I’application est plus difficile a demontrer. 
Cependant, c’est un resultat classique dont il est imperatif de connaitre la preuve. 

Montrons que I'application (.,.} est definie positive. Soit P e R[X] tel que 
(P,P) = f P(t) 2 dt = 0. 


La fonction t i-^- P(t) 2 est positive et continue sur I'intervalle [—1,1]. 
Puisque son integrale est nulle, cette fonction doit etre identiquement nulle 
sur I'intervalle [—1,1]. 
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II est ici imperatif de mentionner le caractere continu de la fonction t i-h>- P{t) 2 . En 
effet, il existe des fonctions positives et d’integrale nulle sur [—1,1] qui ne sont pas 
identiquement nulles sur cet intervalle. Un exemple est donne par la fonction 


71 Par consequent, quel que soit t e [—1,1], on a P(t ) — 0. Le polynome P 

v:> ' possede done une infinite de racines. On en deduit que le polynome P est 

nul. Par consequent, I'application est definie positive. On en deduit 
finalement que e'est un produit scalaire. 

Soulignons que nous ne pouvons pas nous contenter de montrer que la fonction 
polynomiale P est nulle sur l’intervalle [— 1 , 1] . II manque encore un argument pour 
montrer que le polynome P est nul. Considerer ses racines comme nous l’avons fait 
permet de conclure. 

2. Dans cette question, nous allons appliquer le procede habituel d’ orthonormalisa- 
tion de Gram-Schmidt. Nous aurons a calculer plusieurs produits scalaires entre 
polynomes de degre inferieur ou egal a 2. Nous allons done commencer par calcu- 
ler les produits scalaires elementaires (1,1), (1,20, (l,2f 2 ), (X,X), (X,X 2 ) et 
(X 2 ,X 2 ). 


• Calculons, tout d'abord, quelques produits scalaires elementaires qui nous 
seront utiles par la suite. Nous avons 


(nous pouvions egalement utiliser le fait que la fonction t i-> t est impaire 
et I'intervalle d'integration [—1,1] symetrique par rapport a 0), 


[-1,1] -> M 


0 i-» 1 

x ^ 0 i— >• 0 







388 


© Dunod. La photocopie non autorisee est un delit. 


Chapitre 16 • Espaces euclidiens 


{X,X 2 ) = 


/: 


t 3 dt = 0, 


car la fonction t i-> t 3 est impaire, et 

(X 2 ,X 2 ) = J t 4 dt 



2 

5 


• Nous avons 

l|l|| 2 = (U> =2. 


Par consequent, nous avons 


Po = 


1 

PH 


1 _ s[2 


• Nous avons 


Posons 


Nous avons 


(X,P 0 ) 


V2 

2 


(X,l) =0. 


Qi = X- (X,P 0 )P 0 = X. 


\\Qx\\ 2 = (X,X) = | 
Par consequent, nous avons 


Qi _V3 y _V6 y 
II 01 II V2 


• Nous avons 


et 


(X 2 ,Px) = 


V6 

~Y 


(X 2 ,X) = 0 


(X 2 ,Po) = 


V2 

2 


(X 2 ,l) = 


V2 

3 
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Posons 


Q 2 = X 2 - (X 2 ,P l )P l - ( X 2 ,P 0 )P 0 = X 2 - I 


Nous avons 


IIG 2 II 2 = ll* 2 || 2 + Q) II ill 2 — 2^(X 2 ,1> 

2 2 4 

5 + 9 ~~ 9 
8 

45 


Par consequent, nous avons 


Pi 


Qi 

112211 


3V5 

2^2 

yio 

~T~ 



(3X 2 - 1) . 


3. Rappelons comment calculer la distance d’un vecteur a un sous-espace. Soient 
(E, (.,.)) un espace euclidien, F un sous-espace vectoriel de E et x un point de E. 
Nous noterons pp et p F ± les projections orthogonales sur les espaces F et F 1 . 

Par definition, la distance de * a F est 


d(x,F) = inf{\\ X - y\\,y e F}. 


Cette distance est atteinte au point v = pr(x) et seulement en ce point. Nous avons done 
d(x,F ) 2 = \\x-p F (x)\\ 2 

= IIpf-lOOH 2 

= IMI 2 - IIpf(^)II 2 - 

La derniere egalite provient du theoreme de Pythagore : puisque les vecteurs p F (x) 
et p F ±(x) sont orthogonaux, nous avons 

IMI 2 = II p F (x) + pMx) II 2 = \\p F {x)\\ 2 + \\p F x(x)\\ 2 . 

II ne nous reste plus, a present, qu’a appliquer ces formules. 
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m 


• Notons p la projection orthogonale sur R 2 [X]. La distance d de X 3 
R 2 [X] satisfait alors I'egalite 


d 1 = Wx 3 


| 2 -Il^ 3 )f 


• Calculons p(X 3 ). Puisque {Po,P\,P 2 ) est une base orthonormee de 
R 2 [X], nous avons 

P(X 3 ) = (X\P 0 )Po + (X 3 ,P l )P l + (X\P 2 )P 2 


et done 


||/?(X 3 )|| 2 = (X 3 ,P 0 > 2 + (X 3 ,Pi) 2 + ( X\P 2 > 2 . 

• Calculons les produits scalaires precedents. Nous avons 

(X\P 0 ) = ^ j\ 3 dt = 0, 

car la fonction t i-* t 3 est impaire et I'intervalle d'integration symetrique 
par rapport a 0. 

Pour les memes raisons, nous avons 

(. X 3 ,P 2 ) = ^ J (3t 5 — t 3 ) At = 0. 


Nous avons egalement 

^3 


a/6 rl 

T 


(X\P x ) = 7_l J t 4 dt = -V. 


V6 

T 


Calculons ||X 3 || 2 . Nous avons 


||X J || Z = = / t°dt = 


/: 


• Finalement, la distance d de X 3 a R 2 [X] verifie 

2 _ 2 6 _ 8 
175' 


On en deduit que 


d = 


2\[\A 

35 
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